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Resumen

En este proyecto se estudia la convergencia semilocal del método
de Whittaker, en el mismo se caracteriza la ecuacion de Kepler, para
asi saber cudles valores de la excentricidad (e) de dicho método
tiene convergencia y determinar los intervalos de existencia y
unicidad de solucion para lamencionada ecuacion.
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Abstract

In this project the semilocal convergence of the Whittaker method is
studied, in it the Kepler equation is characterized, in order to know
which values of the eccentricity (e) of said method has convergence
and to determine the intervals of existence and uniqueness of
solution for the aforementioned equation.

Keywords: Kepler's Equation, Whittaker's Method, Semilocal
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Introduccion

En este apartado se presenta el desarrollo historico de la ecuacion de
Kepler tomado de Diloné M. (2013) [10] y Colwell P. (1993) [13]
Asi como el desarrollo histdrico del método de Whittaker citando a
Hernandez M. (1993) [12] la verificacion de los estudio con
referencia a la convergencia semilocal, el planteamiento del
problema de estudio, justificacion de la investigacion como los




objetivos que se persigue dicha investigacion.

Desde la antigliedad el hombre ha presentado problemas para
determinar la posicion de los planetas en los firmamentos, ya sea
por la controversia religiosa como también por la parte practica.
Actualmente, por el avance del Célculo Infinitesimal y la Mecéanica
Celeste, para determinar la posicion, ya sea de un planeta o satélite,
o algin cuerpo que se encuentre sometido a la atraccion
gravitacional de otros y se hace necesario darle solucion a la
ecuacion de Kepler:

M=FE-e sin E

Siya conocemos los valores de My e, entonces solo resta encontrar
el valor de E. Los criterios que pertenecen a esta ecuacion tienen
una buena interpretacion fisica.

Donde:

M es la anomalia media o lo que se conoce como el angulo girado
por un planeta cuyo movimiento es circular uniforme desde un
punto conocido, por tanto, £/0, 217/

e es la excentricidad de la elipse, la cual describe el planeta bajo el
intervalo0<e<1;

E eslaanomalia excéntrica, es decir, el angulo que le corresponde a
la posicion del planeta en los parametros de una elipse.

Debido a que esta ecuacion no posee un caracter lineal, se convirtid
en una de las primeras que se intent6 resolver de forma numérica.
Sinos remontamos en el tiempo se puede decir que desde Newton
este problema ha sido estudiado, ya sea por los matematico como
por los astrénomos, ahora bien, dependiendo del contexto de que
esta se resuelva tendriamos diferentes soluciones, pero para buscar
el origen de la ecuacidon de Kepler debemos retomarnos a los
tiempos fértiles; donde uno probablemente no podria elegir un
tiempo m\'as auspicioso para nacer, con tales dones astronémicos
para haber vivido. El nacid veintiocho afios después de la muerte de
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Nicolaus Copernicus (1473-1543) y tuvo la oportunidad de
conocer y trabajar con el astronomo danés Tycho Brahe (1546-
1601), quizas el observador mas grande de la historia a simple vista.
Era un contemporaneo de Galileo Galilei (1564-1642) y vivid para
conocer la invencidn del telescopio y recibir informes de Galileo
sobre lo que se veia a través de €l: las cuatro lunas de Jupiter, por
ejemplo. El propio Kepler tuvo la oportunidad de usar el telescopio,
y establecio la fiabilidad y veracidad de las observaciones
telescdpicas a través de su estudio de los principios de como la luz
pasa a través de las lentes (presentado en una obra llamada
Dioptrice, 1611). Como resultado del trabajo empirico de Galileo y
el trabajo teodrico de Kepler, el advenimiento del telescopio anuncio
una nueva era en los tipos de observaciones que podrian hacerse de
los cielos. Esta era fue testigo de grandes avances en astronomia.

Cuando Brahe se traslada a Praga toma a Kepler como su
asistente, aunque ellos tenia punto de vista de manera cientifica
diferentes. Una de ella era que Kepler creia en el modelo de
Copérnico, con el sol en el centro mientras que Brahe creia en que la
Tierra era el centro del universo.

Al fallecer Brahe y quedando en el poder las tablas de
observaciones de Marte, Kepler se lanza al reto de domar la érbita
de este planeta, el m\'as discolo de todos, ya que era el que mas se
desviaba de su posicion predicha.

Luego se da cuenta de que hay que rechazar la teoria de los
movimientos circulares uniformes, después de probar con una
orbita circular donde el Sol se encontraba en el punto ecuante.
Kepler renuncia a la hipotesis de que la érbita tenia que ser circular
cuando observo que la mayoria de posiciones de Marte encajaban
perfectamente en la nueva drbita asi definida, dos observaciones se
separaban unos 8 grados de la posicion tedrica.

Luego tras probar con varias curvas, concluye que los
planetas se movian en elipses. De esta manera, establece tres leyes
empiricas, que se conocen como las tres leyes de Kepler las cuales
se anuncian de la siguiente forma:

-Un planeta gira alrededor del Sol describiendo una \'6rbita




eliptica con el Sol ubicado en uno de los focos.

-La recta imaginaria que une al Sol con el planeta barre areas
iguales en tiempos iguales.

-El cuadrado del periodo orbital del planeta es proporcional al
cubo del semieje mayor de la orbita.

Una implicacion inmediata de estas tres leyes, en particular
la segunda, es que el planeta no se mueve con movimiento
uniforme, desplazandose mas rapido cuando se encuentra cerca
del Sol que cuando se encuentra mas alejado. Lo cual dificulta el
calculo de la posicion del planeta en su orbita y para este caso
Kepler dedujo lo que se denomina Ley Horaria del movimiento
planetario, que trata de dar la posicién del planeta en funcion del
tiempo. Y es aqui donde tiene origen la ecuacion de Kepler, ya que
es preciso resolverla para poder determinar la posiciéon de un
planeta para un instante de tiempo dado.

Edmund Taylor Whittaker nacio el 24 de octubre de 1873,
el hijo mayor de John Whittaker y su esposa Selina, hija de
Edmund Taylor, M.D. Obtuvo una beca de ingreso al Trinity
College, Cambridge, en diciembre de 1891, y se colocd como
segundo gobernador en los tripos matematicos de 1895. Fue
elegido miembro de Trinity en octubre de 1896, se incorporé al
equipo yrecibio el Primer Premio de Smith en 1897.

En 1906 Whittaker fue nombrado profesor de astronomia
en la Universidad de Dublin, con el titulo de Astronomo Real de
Irlanda. En la primavera de 1912 fue elegido para la catedra de
matematicas en la Universidad de Edimburgo.

Un pequeiio grupo de documentos debe su existencia al
hecho de que Edimburgo es uno de los principales centros de
seguros de vida. Whittaker formo amistades con muchos de los
actuarios comprometidos en ella, quienes le contaron varios
problemas matematicos que habian surgido en su experiencia,
principalmente relacionados con la interpolacion, el ajuste de
curvas y la probabilidad. Al interesarse en la teoria de la
interpolacidn, intenté responder algunas de sus preguntas
fundamentales. Si los valores de una funcion analitica f (x) que




de valores equidistantes de su argumento es decir [a,atw,a-
w,at2w,a-2w,at3w...]

Son conocidos, entonces podemos escribir una "tabla de
diferencias" para la funcion. Se puede decir que todas las funciones
analiticas que dan lugar a la misma tabla de diferencias son
cotabulares; cualquier dos funciones cotabulares son iguales entre
si cuando el argumento tiene cualquiera de los valores, a,a+w,a-

. pero en general no son iguales entre si cuando el argumento
tiene un valor no incluido en este conjunto.

En la teoria de la interpolacién se introducen ciertas
expansiones para representar la funcion f (x), para valores
generales de x, en términos de las cantidades que ocurren en la
tabla de diferencias: por ejemplo, la formula de Newton-Gauss

f(x) f(a)+ Af (a)+ (x-a)z./(jfv;a-W)Af(a)”'

Verificando en los siguientes estudios realizados en cuanto
a lo que es la convergencia semilocal de métodos iterativos
aplicados a ecuaciones se ha encontrado que:

Diloné M. establecid la caracterizacion de la teoria de
convergencia semilocal para cierto valores de la excentricidad, en
los cuales se garantiza la convergencia del método de Newton-
Raphson, asi obtuvo resultados sobre su existencia y unicidad, los
cuales comprobd bajo la condiciones de Cauchy-Kantorovich.
También verifico las condiciones fuerte de Kantorovich en donde
obtuvo su rango de excentricidad, por encima de la a- teoria de a-
Wangzhoy Smale

Argyros, I.LK., Cho y otros. Proporcionan nuevos resultados
de convergencia semilocal para el método Halley con el fin de
aproximar una solucién local tnica de una ecuacién no lineal en
espacio de Banach. Muestra condiciones de convergencia
suficiente que pueden ser mas débiles, mientras que los limites de
error en las distancias involucradas son mas finos. Su primer
enfoque es utilizar el analisis de tipo Kantorovich. El segundo
enfoque es utilizar su nueva idea de funciones recurrentes. Dando
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comparacion entre los dos enfoques. También proporciona un
ejemplo numérico para validar los resultados tedricos.

Diloné M y otros consideraron un punto de partida del valor $E 0
=\pi$ en los teoremas de convergencia semilocal de Kantorovich,
Gutiérrez, ?-teoria de Smale y la ?-teoria de Wang-Zhao, los cuales
compararon las condiciones de convergencia obtenidas.

Metodologia

Se Presenta a continuacion y de manera detallada la
metodologia que se utilizé durante el desarrollo de esta
investigacion, las cuales son Perspectiva Metodoldgica,
Organizacion del Trabajo y Tipos de Andlisis.

Disefio de la Investigacion

La presente investigacion, segtin la busqueda de la causa,
fue un disefio del tipo analitica-exploratoria. Exploratoria, ya que
al inicio se debe documental de un tema que ha sido poco estudiado
anteriormente analitico porque se debe analizar el método de
Whittaker y su convergencia en la ecuaciéon de Kepler. Con
relacion al tiempo de estudio, el disefio fue transversal, ya que se
desarrolld durante un tiempo definido y con relacion a la biisqueda
de la causa fue un disefio analitico.

Tipo de Investigacion

De acuerdo a las caracteristicas esta investigacion, fue del
tipo exploratoria-explicativa. Exploratoria, porque debe
documentar de un tema que ha sido poco estudiado anteriormente.
Explicativa, porque tiene el interés de explicar la convergencia
semilocal del método de Whittaker aplicado a la ecuacion de
Kepler.

Método de la Investigacion

Para esta investigacion, se utilizé el método analitico-deductivo,
ya que se propone analizar los teoremas de convergencia semilocal
para asi deducir la convergencia de la excentricidad en la ecuacion
de Kepler.




Organizacion del Trabajo

Para organizar este trabajo primero se trabaja en la lectura de

documentos relacionados con el tema de investigacion, con la

finalidad de comprender los conocimientos existentes dentro de

gsta y ag;’ establecer los antecedentes y limitaciones del tema objeto
e estudio.

Tipo de Analisis
Se aplica a los fundamentos del Analisis Matematico
Presentacion de Resultados

En este apartado se Ipresentan los resultados principales de
convergencia semilocal de las Condiciones de Raluca aplicado a la
ecuacion de Kepler.

Resultado Principales Condiciones de Raluca

Teorema: (Condiciones de Raluca) [14 ]. Si e< 0.5858 entonces
la ecuacion de Kepler tiene solucion y estd localizada en el
intervalo [E0+5,E0—5] con 5= #{562
Ademas el método

_ (x)
de Whittaker definido por *»+1=X»— Z{uW 2-Li(x)

iniciandoen £, =M converge a dicha solucion.

Vamos a considerar el teorema del método de Whittaker sobre la

convergencia semilocal el cual se presentd en el capitulo Bajo esta

condiciones vamos a determinar las raices correspondiente que

puedan garantizar la existencia de solucion para la ecuacion de
Kepler en término de la excentricidad e, es decir que

f(E)=E -e sin E-M

Como se puede observar la relacion al teorema de Teowhi y sus

E =M condiciones podemos establecer que:
Para ' se tiene que:
f(E)=E-esinE-M
f(E) =-esinE,= |f(E0)|§|e sin Eg|§e (1)

f(E) = I-ecos E= | f(E, )< 1 -e @)




J(E) = esinE =|f"(E,)|< e 3)
Tomando en cuenta las condiciones de Whittakery (1) (2) y (3) se
comprueba que:

VA PR S | A
| FE)| = T I-e @
M= sup‘esinEo‘ = e Puesel sup‘sinEg‘ =11 ®)

Tomando en cuenta la condicion d del teorema se demuestra que:

2
e
| ‘ 1-of < 2 e <0.5858 (6)
Por otro lado al sustituir fen g sigue que:
2wl EN | ™
M- )|

Al sustituir (4) y (7) en la condicion de A establecida en f se
comprueba que >
Se (%) _ Se (8)
2 2(l-e)
Abhora al sustituir (4), (1), (8) en (7)

2 ()€
211)\,|f(E())| <5 ; [ (5e ) ]
N T

M-l rE)] |~

2 (-
(£) 2e
A0-0)y-5¢ =%= 2 ¢y 50 =9
2[(1 - e)] 2(1-¢e)
de(l-¢e) _
2(1-¢)’ -5¢ =9
—(]-0)— _der
pol-e)= 5 se <9

Con e = 0.5858 La condicion e < 0.5858 también nos garantiza
dos cosas:

1. La ecuacion de Kepler tiene solucion: £*

2.El método de Whittaker definido por 2.17, iniciando
en E£y= M, converge
akl*




Teorema. Si e < 0.17612 entonces la ecuacion de Kepler tiene
soluciony esta localizada en el intervalo [E0+5, E, - 5] conun

o 2¢?T_Efne Ademas el método de Whittaker definido por 2.2
iniciandoen £, =T converge adicha solucion.

Demostracion Para E = 7 sigue que:

f(E)=E-esinE-M
f(E)=E-esinE-M-n M<m (9)
f(E)=1-ecosE==1+¢e (10)

f(E) =esinE,=0 (11)
Tomando en cuenta las condiciones de Whittakery (11)

1 <1 ~q

NUFAREET: (12

Lw =0 =Lw<0 (13)

M,= sup|esin E,| = e (14)

=l —e (15)

w_se(i5)__ Se (16)
2 2(1-¢e)

_ ___Je 17

Ho= LAl f(X)] < 1 Ty "< (17

Sme<2(l+eY (18)

De donde se obtiene que
e < 0.17612
Si sustituimos las expresiones (9), (12) y (17) en (7) se tiene que

2(1_Ee)-75 <8
l.—2¢ &
2(l+e)
4t (1 +e)
2(l+e) 5n N




Si ¢=1(1+e)55tss < con e < 01761
La condicion e <0.1761tambien nos garantiza dos cosas:
La ecuacion de Kepler tiene solucion: E*

El método de Whittaker definido por 2.17, iniciando en
E,= M, converge
aFE*

Conclusiones

De acuerdo a los objetivos especificos que fueron planteados en
esta investigacion se puede llegar a las siguientes conclusiones.

1. El teorema de Whittaker tiene convergencia en los caso de
E,= My E,=r para los cuales se obtiene que ¢ < 0.5858 y
e < 0.1761 respectivamente. Siendo el de mayor rango de
solucidn el caso de E,= M.

2. Para el caso de los intervalos de existencias se obtuvieron los
siguientes parametro, que garantizan dicha soluciones para
E=MyE=n
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