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Resumen

En esta investigacion se presenta un analisis exhaustivo de
7 demostraciones de la Ley de Reciprocidad Cuadratica en el
campo de la teoria de numeros, mediante la descripcion de los
conceptos claves, las proposiciones, corolarios, lemas y los
teoremas que son convergentes y/o divergentes y a la vez se
especifica la consecuencia que produce dicha ley.

Esta a su vez, esta estructurada en cinco capitulos, dentro
de los cuales se encuentran elementos tales como, los antecedentes
relacionados a la linea de investigacion, el planteamiento de la
problematica, la justificacion de dicho problema, al igual que el
alcance y limites de la misma, esta posee un marco referencial,
donde se ilustran los conceptos fundamentales para el desarrollo
de la misma, luego de expresada la metodologia de la
investigacion, se presentan los resultados obtenidos y por ultimo
se ilustran conclusiones que dan respuesta a los objetivos.

Posee una metodologia, enmarcada en el método
analitico, ya que se analizaron algunas demostraciones de la Ley
de Reciprocidad Cuadratica, ademas se partidé de aspectos
generales, para alcanzar conclusiones particulares. En la misma se
desarrollé un disefio no-experimental, debido a que no se
manipularon variables.

Palabras Claves: Ley de reciprocidad cuadratica, lema de Gauss,
numeros primos, simbolo Legendre.

Abstract

This research presents an exhaustive analysis of 7 demonstrations
of the Quadratic Reciprocity Law in the field of number theory,
through the description of key concepts, propositions, corollaries,




lemmas and theorems that are convergent and / or divergent and at
the same time the consequence produced by said law is specified.

This, in turn, is structured in five chapters, within which are
elements such as the antecedents related to the line of research, the
approach to the problem, the justification of said problem, as well
as the scope and limits of It has a referential framework, where the
fundamental concepts for its development are illustrated, after the
research methodology is expressed, the results obtained are
presented and finally conclusions that respond to the objectives are
illustrated.

It has a methodology, framed in the analytical method,
since some demonstrations of the Law of Quadratic Reciprocity
were analyzed, in addition it started from general aspects, to reach
particular conclusions. In it, a non-experimental design was
developed, since variables were not manipulated.

Keywords: Quadratic reciprocity law, Gaussian motto, prime
numbers, Legendre symbol.

Introduccion

En este capitulo se presenta un conjunto de
investigaciones, que guardan estrecha relacion con el tema de este
estudio, las cuales funcionan como marco de referencia, para el
desarrollo y eficacia de este proyecto. Las investigaciones en
cuestion, constituyen los antecedentes historicos y académicos,
refiriéndose a la Ley de Reciprocidad Cuadratica en el campo de la
teoria de numeros.

Otros de los elementos que conforman este capitulo son: el
planteamiento del problema, objetivos, justificacién de la
investigacion y los alcances de la misma. Elementos que ilustran,
lo que se quiere conseguir con este proyecto.

E. Leon Cardenal (2009), hace una breve revision
histérica de la ley de reciprocidad cuadratica mediante la
reconstruccion historica de los pasos que condujeron a la
formulacién y posterior demostracion, también L. Castellanos
Manzano (2012), presenta una revision sobre reciprocidad
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cuadratica, cubica y bicuadratica, empleando la teoria desarrollada
sobre los caracteres multiplicativos, las sumas de Gauss, y de igual
forma A. Portillo, S. Patricia, S. Marquez y W. Antonio (2015),
presentan el funcionamiento y la importancia de la ley de
reciprocidad cuadratica en la teoria de numeros.

M. David Russinoff (1992), hace uso del probador de
teoremas de Boyer-Moore para generar mecanicamente una
prueba de la Ley de reciprocidad cuadratica, el cual concluyo
especificando que al probar esta ley mediante el teorema de Boyer-
Moore, la ley obtiene una vision practica y novedosa debido a su
estructuracion y forma. Por otro lado, E. Ledn cardinal (2005),
compara dos demostraciones de la ley de reciprocidad cuadratica
atendiendo a los autores de las demostraciones en la Universidad
Nacional de Colombia (Bogotd), concluyendo que Gauss a través
de las sumas cuadraticas fue mas ilustre que Einstein aplicando las
raiz primitivas, también, N. Buck M. A. (2010), se centra en
demostrar la ley reciprocidad cuadratica por el simbolo de Jacobi
(Reciprocidad cuadratica para los enteros racionales y los enteros
gaussianos) concluyendo conuna construccion del lema de Gauss.

M. Lazcano coca (2017), hace un estudio tomando seis
demostraciones de una larga lista de demostraciones de la ley de
reciprocidad cuadratica mediante conceptos y teoremas, el cual
concluye diciendo que el estudio de la Ley de Reciprocidad
Cuadratica es de suma interés, ya que partiendo de puntos muy
distintos y de ramas muy distantes de las matematicas, llegamos un
resultado comun, por otro lado, T. Zeballos, R. Garcia (2017),
presenta resultados importantes de la ley de reciprocidad
cuadratica en los enteros gaussianos y mediante rutinas de
aplicacion del Software Wolfram Matematica 10, en donde
concluye estableciendo que la ley de reciprocidad cuadratica es
muy importante debido a su gran utilidad, y E. Sevillano
Castellano. (2018), presenta la demostracion de la ley de
reciprocidad cuadratica utilizando distintas herramientas,
concluyendo especificando que, aunque sean con diferentes
herramientas se llega al mismo resultado.




Metodologia

En esta investigacién se desarrolla un diseflo no-
experimental. Con relacion al tiempo de estudio, transversal debido
a que se desarrolla durante un tiempo definido, y con relacion a la
busqueda de la causa serd un disefio analitico, ya que nos
centraremos en un analisis exhaustivo de dichas demostraciones de
laley dereciprocidad cuadratica.

De acuerdo a las caracteristicas esta investigacion, es
documental bibliografico explicativa, porque se analizan
documentos bibliograficos, consultas de tesis, libros y otro tipo de
informacion escrita que se considere importante para realizar esta
investigacion. Explicativa, porque tiene el interés de explicar el
analisis matematico sobre algunas de las demostraciones de la ley
de reciprocidad cuadratica, tomando en cuenta la convergencia y/o
divergenciay las consecuencias de dicha ley.

Se utiliza el método analitico-deductivo, por la razén de
que se analizan diversas demostraciones de la ley de reciprocidad
cuadratica, considerando las convergencias y divergencias de las
mismas e identificar las consecuencias de dicha ley.

Organizacion del Trabajo.

En sentido general, el desarrollo de la investigacion tiene tres
etapas:

1ra: Se procede a la obtencion de materiales bibliograficos (libros,
articulos y revistas) y publicaciones electronicas, haciendo una
revision, bajo la supervision del asesor, para la depuracion de las
distintas fuentes de informacion obtenidas.

2da: Se desarrolla un borrador en el que se describe la estructura
que indica como se abordara el contenido de la investigacion.

3ra: Se continua con el analisis de contenido y la seleccion de datos
que se ajustan a los requerimientos del borrador elaborado en la
etapa dos. Luego, se verifica la estructuracion de los datos
seleccionados de las distintas fuentes con los objetivos propuestos
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al inicio de la investigacion. Y finalmente se lleva a cabo encuentros
con el asesor y expertos relacionados con el tema para el
intercambio de ideas.

Analisis de los Resultados

La demostracion 1, se basa en el simbolo de Jacobi donde
se presenta su definicion y propiedades llamadas asi proposiciones
que se sustentan del criterio de Euler para ser demostradas y estas se
convierten en la base para entender la dicha demostracion, seguido
de esto se destacan los conceptos claves como son: Residuos de
numeros, Congruencia Cuadratica, Primos Impares, Sumatoriay la
Productoria. También se describen los lemas, corolarios y
proposiciones.

En cuanto a La demostracion 2, La idea de Gauss estaba
basada en encontrar ciertos numeros de la forma 4n+1 y 4n+3, para
asi generalizar su teorema y para esto, se baso en probar 8 casos de
congruencia cuadratica que son demostrados mediante induccion
matematica. Cuando el numero es de la forma 4n+1 es 1 méd 4 y
cuando es de la forma 4n+3 es -1 mdd 4, siendo n un nimero entero.
En esta demostracion se deben tomar en cuenta los siguientes
conceptos: Numeros Primos Impares, Congruencia Modular,
Residuos de Numeros y la Induccién Matematica, los cuales son la
base fundamental para dicha demostracion.

La demostracion 3, Se basa en el Lema de Gauss el cual establece
k ..

que (#)=(-1) donde n representa un entero positivo, p un

nimero primo impar y k£ el nimero o (total) de elementos de la

sucesion perteneciente al conjunto denominado como
S=(n,2n,3n,...,( ), mediante este lema se demuestra dos
partes:
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2da: sipy g son los primos impares distintos, entonces:
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Para entender esta demostracion se deben dominar los siguientes.

Numeros primos impares, Congruencia Modular o Cuadratica, La
Sumatoria, Factorial de un Numero, Conjunto y Sub-conjunto y el
mismo Teorema titulado como el Lema de Gauss.

La demostracion 4 consiste en las sumas cuadraticas de Gauss,
especificando asi los conceptos principales, los lemas y
proposiciones que son la base fundamental para esta demostracion.
Tales conceptos son Raiz primitiva de la unidad y las sumas
cuadraticas de Gauss, Los lemas que sustentan esta demostracion.

En cuanto a la demostracidn 5, esta se identifica por su relevancia
con los conjuntos demostracién. Para poder realizar esta
demostracién se deben de tomar en cuenta las notaciones
necesarias, los conceptos claves y teorema.

Se toman como notaciones a |s| como el cardinal de S, se definear

2L, 2Ly, esdenotado como el menor resto no negativo de

9

ladivision de y entre k y por ultimo denotanar, { 1. = } Ih =

{5 p- 1}

w= {1, = g 1




Los conceptos claves para esta demostracion: Numeros
primos impares, Restos positivos, Conjuntos disjuntos, Cardinal
de un conjunto y la Paridad entre numeros o conjuntos y el teorema
que se debe tomar en cuenta es el Chino De Los Restos.

Demostracion 6, esta demostracion se basa en dos partes
principales que comprenden el lema Gauss es decir, sea p un
nimero primo impar y a € Z el cual es un entero tal que pta,
entonces se cumplen las dos condiciones para a, que son:(;”) =(-1)
para a=1 y siendo s el nimero de elementos cuyo resto de division
por p es mayor que (%) y la otra condicion cuando a > 3 y es primo
impar entonces(,,i) =(-1)donde

=3

1<isn
Esto es lo que establece Gauss.

En el mismo orden para llevar a cabo esta demostracion
tenemos que tomar encuentra los siguientes conceptos que son:
Numeros primos impares, Congruencia de nimeros, Factorial de
un numero, Paridad entre numeros, Sumatoria, Cardinal de
conjunto, Conjunto, Sub-conjunto y la Union e Intercepcion de
conjuntos. También cabe destacar el teorema (Criterio de Euler) y
la proposicion (Lema de Gauss).

También la demostracion 7, esta demostracion se basa en
el lema de Gauss, especificando asi la convergencia en ambas del
lema de Gauss valga la redundancia y también el autor utiliza una
representacion o compruebamiento mediante el plano cartesiano
(reticula), especificando los puntos de los triangulos que forman
paradeterminar la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Para esclarecer esta demostracion necesitamos dominar
los siguientes conceptos: Numeros Primos impares, Residuo
Cuadraticos, Sumatoria, Congruencia Cuadratica y Coordenadas
enteras. Dichos conceptos son claves para esta demostracion al
igual que la proposicion (Lema de Gauss).
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Conclusiones

En esta tesis se analizaron 7 demostraciones de la Ley De
Reciprocidad Cuadratica, en donde se comprobd que: dicha Ley
solo se aplica para los numero primos impares de la forma 4n+1 y
4n+3, los niimeros primos impares, congruencia cuadratica,
residualitas de numeros, paridad de numero, sumatoria y
produciria, induccién matematica, suma cuadratica de Gauss,
cardinal de un conjunto, conjuntos disjuntos y coordinadas enteras
son los conceptos claves para dichas demostraciones.




Anexos
Ley de Reciprocidad Cuadratica.
Teorema De La Ley De Reciprocidad Cuadratica:

Sean p y q primos impares distintos, entonces
® (ﬁ):(—n((p%‘)(?))

Demostracion:

Sean a, b € Z tales que (a,b) =1y b>2 impar. Si b =pi, p2,..., p_n
donde los pi son primos no necesariamente distintos y a = zi, z,..., Zn
donde los z» también son primos no necesariamente distintos entonces:

Por la definicién 2.7, z» es un residuo de  , o también z- z= kb para
algink € Z.

Es decir sea z.= 2. méd b= z.=z. mdd p. (TZ)=€) @,...,@:@@,...,@:

Zpor lo tanto, zi- z méd b = (%) - é) por la proposicion 2.7 (a)

Sean 75, € Z > 2 impares se tiene que:
Dado que a = z- z....z. entonteces

(= (57) = () (3) . (57 ) = 6 e i )
@,..., gj Por o cual:
é) (sz = (ZITZZ) Por la proposicion 2.7 (b)

Por la definicion 2.8, se tiene que %’):@ (,%) é’) = pa) (176_9
y dado que b= pPip2,...,pr= %’): C%pz)

por lo tanto: @ (p—cf) = 1apz) por la proposicién 2.7 (c)




Sean s, € Z> 2 impares se tiene que:

(rs-1)=0mod4y(r-1)+(s-1)= 0mod4. Dado que ry s son nimeros
enteros impares mayores que 2 entonces (rs-1)-((r-1) + (s-1))=0 mod 4,
lo que implicaque (rs-1)= (r-1)+(s-1) mod4 y setiene:

FSZ-I); V;]) + %) mod?2.Porellema2.2.1(a)

Puesto que (75 - 1)= 0 mod4=(r’s’ - 1)=0mod 16y dado que
(r-1D)+(s-1D)=0mod4= (¥ -1)+ (s’ -1)=0mod 16,

Porloque (+ 5™~ 1)= (- 1) + (- 1) mod 16.

Entonces: %); %1)4- (%1) mod?2 porellema2.2.1(b)

Dado que
n

D (=D == D) ot (D),
i=1
= nrh.r-1=r-D+@E-)+. .+ -1)
Sea A=r, r,...r,- 1,y B=(r, - )H(r,-1)+...4(r, - 1),= A= B mod 2. 1o que
implica que B es unresiduo de 4 mod 2y por la proposicion 2.5),
(r-D+(r,-1)+...+(, - 1)esunresiduode r, r,...r,-1 mod?2.

Entonces por el corolario 2.11 a.) se obtiene que:

n
(M_I) EZ ( ’r;" )mod2.
2
=1

i=

Puesto que
n
Zi =1(r,- D=@- 1)+ - D+ -1,y

.- D= 1D+ (- 1) + -+ (- 1) mod 2,




Yseanf/=(r’r,,....r,>-1) yg= (1 -1)+(r,-1)+..+(r,’-1) mod 2, entonces:

f= g mod 2. Por la afirmacién 2.2, esto implica que g es un residuo
cuadratico de fmod?2.

2
Dado que »>2 impar se tiene. ( -1 ) ( ry 8_ ! ) ..... ( & 8_ ! ) son divisiones

-1y -1 -1
(e By A ey £

AR s R el VR e (I eh | r -1
Bntonces (ALl (roe ) foed) o)y sl )

0 mod 2, por el corolario 2.11 b.) se tiene que

22 2 7l ]
(rirz-"rn_l):z(r"'- )mt)dz
2 o 2

exacta mod 8 y también

Como a =2z, z,,...,Z, Y b=p,, Pp--., P,

=) ... B = en (2 (21 (-D(P""):(-l)Z'Z:l(p#)

" Por el corolario 2.11 a.)

Z( ) PoPoeli=l — b1 050
2 2

Y por tanto (7)— -1 %) por la proposicion 2.8 a.)

n

f) ) ) = O (B2 0 (B2) en(P )—<1)z”:‘(pggi_1),

Por el corolario 2.11 b.) se tiene,

n , 2
Pl pipied -1 U -1 )
8 2 8

i=1
b -1
Entonces (bi) = (-1 %) por la proposicion 2.8 b. )

b -1
Entonces (bi) = (-1) 3 ) por la proposiciéon 2.8 b. )

(f) - (F)F) ----- &) (B (@:))

)
I<i<m, 1<]<m I<i<m, 1<j<m




LTI &

1 j=1
, Desarrollando

- o0 (220 o 22 (22

Por lo tanto

- rTem s e

Aplicando de nuevo el corolario 2.11 se tiene
ZZ/Zl'li/pl'll (a- 1)/b'1)m0d2
2 /1 2/

e AREA
7 Finalmente
(Fa) (b) = (1) ( -1 )( 1) (b ) Por la proposicion 2.8
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