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Resumen

Se realizo un estudio de investigacion, la misma posee
como objetivo fundamental, las Matrices de Pauli para determinar
el Spin de una Particula desde la perspectiva de la Teoria de
Grupos. Esta a su vez, esta estructurada en cinco capitulos, dentro
de los cuales se encuentran elementos tales como, los antecedentes
relacionados a la linea de investigacion, el planteamiento de la
problematica, la justificacion de dicho problema, al igual que el
alcance y limites de la misma, esta posee un marco referencial,
donde se ilustran los conceptos fundamentales para el desarrollo de
la misma, luego de expresada la metodologia de la investigacion,
se presentan los resultados obtenidos y por ultimo se ilustran
conclusiones que dan respuesta a los objetivos.

Posee una metodologia, enmarcada en el método analitico,
ya que se analizaron las Matrices de Pauli y la Teoria de Grupos,
ademas se partio de aspectos generales, para alcanzar conclusiones
particulares. En la misma se desarroll6 un disefio no experimental,
debido a que no se manipularon variables, ademds exploratoria
porque el tema ha sido poco estudiado. En el desarrollo de este
documento se ponen en evidencia algunos elementos interesantes,
dentro de los cuales se pueden destacar; las matrices de Pauli para
determinar el comportamiento de una particula, los operadores
vectoriales, uso de operadores Hermitiano, las caracteristicas de
estos operadores desde la perspectiva de la Teoria de Grupos, los
teoremas, las propiedades y proposiciones de las mismas.

Palabras Claves: Matrices de Pauli, Spin de una particula,
operadores vectoriales, matrices unitarias, teoria de grupos,

grupo de dimensidn 2.




Abstract

A research study was carried out, it has as its fundamental
objective, the Pauli Matrices to determine the Spin of a Particle
from the perspective of Group Theory. This, in turn, is structured in
five chapters, within which are elements such as the antecedents
related to the line of research, the approach to the problem, the
justification of said problem, as well as the scope and limits of It has
a referential framework, where the fundamental concepts for its
development are illustrated, after the research methodology is
expressed, the results obtained are presented and finally
conclusions that respond to the objectives are illustrated. It has a
methodology, framed in the analytical method, since the Pauli
Matrices and the Group Theory were analyzed, in addition, it
started from general aspects, to reach particular conclusions. In it, a
non-experimental design was developed, because variables were
not manipulated, and also exploratory because the subject has been
little studied. In the development of this document some interesting
elements are highlighted, among which we can highlight; the Pauli
matrices to determine the behavior of a particle, the vector
operators, the use of Hermitian operators, the characteristics of
these operators from the perspective of Group Theory, the
theorems, their properties and propositions.

Keywords: Pauli matrices, Spin of a particle, vector operators, unit
matrices, group theory, SO (2) group of dimension 2.

Tintroduccion

En esta primera parte se presenta un conjunto de
investigaciones, que guardan estrecha relacion con el tema de este
estudio, las cuales funcionan como marco de referencia, para el
desarrollo y eficacia de este proyecto. Las investigaciones en
cuestion, constituyen los antecedentes histdricos y académicos,
refiriéndose a las matrices de Wolfgang Pauli de orden 2x2 y la
Teoria de Grupos.

Otros de los elementos que conforman este capitulo son: el




planteamiento del problema, objetivos, justificacién de la
investigaciony los alcances de la misma. Elementos que ilustran, lo
que se quiere conseguir con este proyecto.

De acuerdo a Zettili (2009), Wolfgang Pauli, Heisenberg,
Jordan, Sommerfeld, etc. en el (1926), dieron introduccion del spin
resuelve con todas las dificultades conocidas hasta el entonces, por
lo tanto este nuevo atributo del electrén se aceptd, junto a los ya
conocidos de carga y masa. En efecto, se encontr6 que la aparicion
de dobletes en el espectro de los metales alcalinos se debe
exclusivamente a la interaccion entre el momento magnético
orbital y el momento magnético intrinseco del electron de valencia.

En el 1928, Dirac desarrolld una teoria relativista del
electrén, en la que no es preciso postular el spin sino que éste
aparece en forma natural como una consecuencia de la invariancia
Lorentz de las ecuaciones que lo describen. La ecuacidon de Dirac
también predice correctamente el valor del factor giro magnético.
Estos resultados muestran que el spin esta intimamente relacionado
con la relatividad. Con la teoria de Dirac el spin adquiri6 una firme
base tedrica.

Segun Sanchez (1996), los origenes de las Matrices de
Pauli, surgen con laidea de Goudsmity Uhlenbeck, estos llegaron a
la conclusion que para describir a los electrones del &tomo, ademas
de los numeros cuanticos, se requeria de un cuarto concepto, el
llamado Spin del electrén. Este, al girar sobre su propio eje genera
un campo magnético, el denominado Spin.

Segtn Mora (2003), los origenes de la Teoria de Grupos se
remontan al siglo XVIII, con las ideas de Evaristo Galois, quien
inici6 el estudio de la teoria de ecuaciones polinémicas
fundamentales para el algebra abstracta acerca de la solubilidad
algebraicas conradicalesdea, x,+a,-,,...ta,ta,=0

En 1771, L. Lagrange demostré que el orden de un grupo
finito se relaciona con el orden de cualquiera de sus subgrupos. Mas
tarde comprobod que se cumple para grupos abelianos y ciclicos,

aunque su reciprocidad no ha sido posible.




En 1776, L. Euler, desarrollo el teorema de la rotacion
en un espacio tridimensional. Haciendo la combinacion de
rotaciones otra rotacion, donde el conjunto de las operaciones
tiene una estructura algebraica conocida como grupo especial
ortogonal de un espacio de dimension tridimensional.

Monte (2019), establece que unos de los aspectos
esenciales en la Teoria de Grupos son los grupos continuos.
En 1870, el matematico noruego Marius Sophus Lie,
introdujo por primera vez el grupo Lie, con el estudio de
simetrias de ecuaciones diferenciales.

Barrera (2003), presenta generalidades de las
demostraciones de grupos de permutacion, grupos de Lie,
grupos de rotacion y generadores infinitesimales del algebra
de grupos. En la misma lista los conceptos basicos y
fundamentales para el estudio de la Teoria de Grupos.

Elinterés por el estudio de la Teoria de Grupos se extendio
a muchos otros cientificos, como: Carl Friedrich Gauss, Joseph-
Louis Lagrange, Niels Henrik Abel, etc., aunque fue en 1830
cuando Evaristo Galois publica su primera obra, donde resuelve las
ecuaciones de quinto grado usando raices n?5 mediante métodos de
radicales. La demostracion permitié conocer el grupo abeliano y la
funcién abeliana.

Rivas (2005), presenta los elementos de la Teoria de
Grupos para estudiantes de fisica, desarrollando demostraciones
de grupos de rotacion, abeliano, finitos, tensores, simetrias de
espinores y las invariantes de un grupo de Lie.

Zaldivar (2006), presenta la descripcion de simetria,
grupos ciclicos, permutaciones y las matrices, para la
demostracion de los teoremas de Sylow y Lagrange.

Paul (1996), estableci6 un modelo combinatorio para ciertas
estructuras en topologia algebraica y teoria formal de grupo,
representado por la constante de Planck en los cuerpos negros, los
postulados y el modelo atomico de Bohr, la teoria de Albert




Einsteiny el principio de exclusion de Wolfgang Pauli.

Aquino, Plessis y Montiel (2009), establecen una
introduccién a la Teoria de Grupos con aplicaciones en la teoria
matematica de la musica, donde explican los aspectos basicos de
las sucesiones exactas, grupos abelianos generados, grupos libres,
transformaciones paralelas y transformaciones relativas (T, y T,).

Martinez (2009), presenta una demostracion de las
Matrices de Pauli en algebra matricial, donde se le aplica una
rotacion a una matriz cuyos elementos son nimeros imaginarios o
complejos. A dichas matrices se les agrega una rotacion del
momento angular intrinseco del Spin, constituyendo una base
vectorial del algebra de Lie del grupo especial unitario SU (2),
actuando sobre la representacion de dimension 2.

Isaksen (2012), hace una descripcion del cubo de rubik y la
Teoria de Grupos, explicando como se puede resolver este cubo a
través de permutaciones, los grupos de las orientaciones de las
esquinas, los codos laterales, el centro y los subgrupos de
elementos que s6lo cambian de orientaciones.

Irene (2013), establece que la Teoria de Grupos puede
resolver juegos, haciendo uso de algoritmos de permutaciones,
notaciones ciclicas, grupos y subgrupos, simetria y los solidos
platonicos, ademas demuestra que la Teoria de Grupos es aplicable
a los juegos; volteo de las campanas, Puzzles, Piraminx y presenta
algunas estrategias pararesolver el cubo de rubik de orden 2x2, 3x3
y4x4.

Pietrashen (2015), expone la Teoria de Grupos con
aplicacion a la Mecanica Cuantica, desarrollando los fundamentos
representativos de grupos, el analisis de la simetria de la funcion de
onda de Schrodinger, degeneracion de un campo de coulomb y la
mecanicano relativista.

Las Matrices de Pauli son de gran utilidad en la Mecanica
Cuantica, consideradas como las mas poderosas ¢ influyentes
aplicaciones en el mundo actual, quizas la mas extraordinaria.
Matematicamente,




las Matrices de Pauli constituyen una base vectorial del algebra de
Lie del grupo especial unitario SU (2), actuando sobre la
representacion de dimension 2.

Las Matrices de Pauli tienen una representacion lineal,
cumplen con las reglas de conmutacion del algebra de Lie SU (2),
usadas especificamente en Fisica Cuantica en la rotacidon de
particulas elementales, representadas en unas matrices que
introducen elementos imaginarios y complejos.

Es necesario destacar, que en el campo de las matematicas
y la Mecanica Cuantica, una de las situaciones mas estudiadas, son
las Matrices de Pauli de orden 2x2, un método muy famoso
utilizado por los fisicos para resolver el movimiento de una
particula en el campo real y el complejo, el cual logra usar valores
de forma muy precisos que permiten emplear operadores
vectoriales y matriciales convirtiéndolos en matrices con
elementos entre 0, 1 y nimeros complejos. Esto ha permitido un
analisis profundo de las definiciones, teoremas, lemas,
proposiciones y propiedades que sustentan los fundamentos
optimos de la Mecanica Cuantica.

De acuerdo a lo mencionado anteriormente, muchos
fisicos han creado diversas teorias acerca de la rotacion del Spin de
una particula para estudiar su comportamiento y su momento
angular, cabe destacar que una de esas teorias, es la Teoria de
Grupos que ha permitido establecer avances significativos a la
fisica con la estructura de sistemas simétricos y la clasificacion de
los objetos con simetria que cumplen ciertos axiomas para formar

La Teoria de Grupos es muy famosa y estd intimamente relacionada
con la simetria de objetos, en la actualidad con la transformacion de
grupo con rotacion lineal, el cual logra presentar las caracteristicas
deun grupo y como representar su momento angular orbital.




Metodologia

En la elaboracion de esta investigacion, se selecciono un
disefio no experimental, segin Hernandez (2014), se define como
la investigacion que se realiza sin manipular deliberadamente
variables.

Para el estudio de la misma se escogié un enfoque
cualitativo, debido a que su desarrollo estd basado en
descripciones, explicaciones y analisis de los conceptos,
proposiciones y demostraciones.

De acuerdo a las caracteristicas de esta investigacion, es de
tipo exploratoria, ya que estd basada en una tematica poco
estudiada y proporciona una referencia general y especifica de la
misma. Ademas, es de tipo descriptiva-explicativa dado a que se
describieron y explicaron las Matrices de Pauli de orden 2x2 y la
Teoria de Grupos.

Para esta investigacion se utiliza el método analitico, pues
como lo expresan los objetivos investigativos y las conclusiones
obtenidas, la misma consiste en un analisis de las Matrices de Pauli,
el comportamiento del Spin de una particula y su incidencia desde
la perspectiva en la Teoria de Grupos. Ademas, se utiliza el método
deductivo, porque se procede de aspectos generales de las Matrices
de Pauli y la Teoria de Grupos, para llegar a conclusiones
particulares de las mismas.

Analisis de los Resultados

Determinar el comportamiento de una particula, mediante las
Matrices de Pauli.

El comportamiento del Spin de una particula en sus
estados cudntigps y  es igual al vector spinors generalmente
usados para medir las componentes o,, 0, y 0,. Esto significa que
para determinar el movimiento intrinseco del electron se debe
conocer la probabilidad hacia donde se dirige dicha particula.




En las propiedades de las Matrices de Pauli, se verifica que
el cuadrado de los operadores vectoriales en cada una de las
componentes g,, g, y 0, arriban a una matriz identidad, también se
verifica que cuando se toma K>1, los resultados de los productos de
las matrices resultan las mismas matrices unitarias. Por otra parte,
cuando dos operadores distintos o,,0,+ 0, 0,, 0,0,%0,0y, 0,0,t0,
o, conmutan resulta una matriz nula.

La aplicacion de los tensores de Kronecker y Levi-Civita,
permiten verificar una formula general de los operadores
vectoriales en x, ), z siempre que estos sean distintos y diferentes de
cero.

Caracterizar el Spin de una particula en la Teoria de Grupos

El analisis de la Teoria de Grupos, mediante el uso de
operadores lineales, permite verificar que una matriz R evaluada en
un angulo de -n < © < m es igual a la unidad, pero cuando O es
mayor que 180° es igual a cero, ademds los grupos abeliano e
isomorfo son los mas relacionados con las rotaciones con dicho
estudio, permitiendo representar matrices reales y complejas en un
grupo SO(2) de dimensién 2.




Conclusiones

Los analisis de los resultados obtenidos en esta investigacion,
permiten llegar a las siguientes conclusiones:

1. ElSpin (71) de la particula del electron, solo puede dirigirse a
dos direcciones, hacia arriba cuando el valor (+) y hacia abajo (-).

2. La propiedad 1 de las Matrices de Pauli de orden 2x2
determina que cuando se utiliza un K>1 devuelve la misma matriz
identidad de dimension 2. En la propiedad 2, la relacion de
conmutacion de dos Matrices de Pauli, es igual a cero.

3. Los tensores de Kronecker y Levi-Civita, son unas
herramientas vectoriales de gran utilidad para generalizar
operadores desiguales de las Matrices de Pauli.

4.El producto de dos matrices con rotacion en el plano SO(2)
dentro de un intervalo -1 < 6 < m, es igual a 1, ademas el
producto de ambas matriz es conmutativo.

Anexos
Matrices de Wolfgang Pauli con Spin 2

Proposicion: Una particula con spin %2, tiene un electron en estado

de ay figual (% = i medir las componentes de o, 0,0,y
¥,

determinar la probabilidad hacia dénde se dirige el spin de la

particula del electron.




Demostracion de la proposicion
Larepresentacion vectorial de los estados de la particula es
|p.m,)

p= 1+ eselspindel electron

m=-p,-ptl,...,p-1.p.

1 , .
m,= £7¢s el numero cuantico.
-1
- 1 m,=2
Mm==72Yym, _1
P
11 , . .
| D m,,> = 7’7> Particula hacia arriba

)2 m,,,> = ‘71 . > Particula hacia abajo
Se mide el Spin en cada una de las componentes 60,0,
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Se escribe @ y [ en términos de una combinacion lineal de
autovectores en la componente o,
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Los coeficientes de a 'y b se expresan en términos de a. y f3,
mediante un sistema de ecuaciones
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Notar que la normalizacién de a y b es igual a 1, la cual indica que la

particula s6lo tomara una direccion, hacia arriba o hacia abajo. En este
caso hacia arriba, ya que los resultados de los modulos determinan que b.
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un vector y + = ( \F%) asociado a A =+ h,

\, ay}»i:‘goyk‘ Y+




Como ((l) 1)) es un matriz identidad
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Se observa que la normalizacion de c y d esigual a 1, la cual indica
que la particula solo tomara una direccion, hacia arriba o hacia
abajo. En este caso hacia arriba, ya que los resultados de los
modulos determinan que ¢ es mayor que d.

Para o, se obtienen los autovalores y autovectores, tomando un
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Se escribe a y f en terminos de una combinacion lineal de
autovectores en la componente

AT
A1)

Los coeficientes de r y s se expresan en términos de a. 'y £,
mediante un sistema de ecuaciones
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Notar que la normalizacion de ry s es igual a 1, la cual indica que
la particula sélo tomara una direccion, hacia arriba o hacia abajo.
En este caso hacia arriba, ya que los resultados de los mddulos
determinan que r es mayor que s.

Matrices de Wolfgang Pauli y sus propiedades.

Por definicion o,, 0,, 0, son las matrices de Pauli

(o) (0 (G




Estas matrices cumplen las siguientes propiedades:

i 0 = (j=xy72)
ii. 00, +00 =0(G#k

Los subindices j y & se refieren a x, y, z y I es la matriz
unitaria de orden 2x2

Se observa que [19] se cumple para (j =x, ), z)
Primera propiedad de las Matrices de Pauli

(0 IYL0 LY _/0o+1 0+0) _(1 0
Para"x‘(l 0)(1 o)‘ 0+ 0 1+o)_(0 1)
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*\i 0 i 0 0+0 0+ (-ii)

(1.0(-1) o ):(}) 2)

Verificar [19} cuando se tiene un exponente k£ >1, dond £ € N
k =1{2,3,4,5,..}
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Para k = 3enj=y
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Para k = 4enj=z
2\3 6 4 2 1 0 10 — 1+0 0+0 1 0 -7
(0, =a‘:(01)(a,)=(0 _)(0_1)_(0+0 0+1):(0 1)’1
La primera propiedad de las Matrices de Pauli en las
componentes x, ), z. genera siempre la matriz unitaria I, sin

embargo cunado se verifica en un exponente k> 1, donde k € N,
se comprueba que también conlleva alos mismos resultados.

Segunda propiedad de las Matrices de Pauli

—_o
p——

—_

De acuerdo a [20] se verifica las siguientes relaciones de
conmutacion:

(1 00 -\, (O _, (1 o) (0+i 0+0)+(0+i 0+0
*(o 1)(1' 0) i 0+0 0+1 0+0 i+0
:(i 0)+(i ) 0+i 0+o): 00
0 -i 0 0+0 -i+i 00

Parao,0,+0,0,=0
_1 0\ (1 (0 ):(0+o 0+iY), (0+0 0+0
_(0 1)( ) 0 -1 0, it0 0+1 0-i 0+0
:(i 0)+(,' 0):(-1'1' 0+0): 00
0 -i) 0 -i) \0+0 -i+i 0 0
Por ultimo se verifica la relacion 6,0, + 0,0,

(1 0 (0 ) 0+0 0-1 0+0 1+0
7(0 )(o ) 0 -1 o) \u+0 0+0 0-1 0+0

D:C).CLEN G
1 10 -1 0+ o -0
Se observa que siempre que conmutan dos Matri es Pauli, ambas

distintas se obtiene la Matriz Nula.
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