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Resumen.

Este articulo presenta un andlisis demostrativo de la
estructura de los Cuaterniones de Hamilton. El mismo fue
extraido del trabajo final (tesis) para optar por el titulo de
Maestro en Matematica Pura en la Universidad Auténoma
de Santo Domingo (UASD).

El proposito de este estudio es determinar qué tipo de
estructuras algebraicas satisfacen el conjunto de los Cuater-
niones de Hamilton, a través de una metodologia deducti-
va; es decir, demostrando las propiedades del conjunto de
los cuaterniones partiendo de premisas conocidas, de forma
interpretativa mediante razonamientos 16gicos.

Palabras claves: Estructura Algebraica, Cuaternio-

nes de Hamilton, Operaciones con Cuaterniones y Es-
pacio Vectorial.



Revista Cientifica El Capacho, No. 6

INTRODUCCION

Los cuaterniones no son tinicamente una curiosi-
dad algebraica. Tienen diversas aplicaciones que van
desde la teoria de niimeros, en donde pueden utilizar-
se para probar resultados, como el teorema dado por
Lagrange que dice que todo niimero natural n puede
expresarse como la suma de cuatro cuadrados perfec-
tos, hasta aplicaciones fisicas dentro del electromag-
netismo, teoria de la relatividad y mecanica cuantica,
entre otras.

Los cuaterniones en fisica representan rotaciones
en el espacio. Son a menudo utilizados en graficos por
computadora y en el anélisis geométrico asociado para
representar la orientacion de un objeto en un espacio
tridimensional. El uso de los cuaterniones ofrece la
ventaja de tener una representacion no singular, mas
compacta y mas rdpida que las matrices. El estudio de
la estructura de los cuaterniones posibilita una mayor
comprension de la complejidad que presentan las rota-
ciones en el espacio tridimensional en cuanto a su no
conmutatividad para la multiplicacion.

Los cuaterniones constituyen el conjunto numérico
buscado por muchos afios y por diversos matematicos,
que describiera puntos del espacio tridimensional en
forma similar a como los niimeros complejos describen
puntos en el plano. Por lo que en el desarrollo de las
matematicas los cuaterniones tuvieron una gran im-
portancia, siendo el primer ejemplo de un campo no
conmutativo y la base del dlgebra vectorial que se em-
plea actualmente, en la que las unidades imaginarias i,
j, k pasaron a ser los vectores i, j, k.

El estudio de la estructura de los cuaterniones es
importante porque el formalismo vectorial que se usa
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actualmente, el cual fue desarrollado por J. W. Gibbs
y O. Heaviside, tiene base en el algebra de los cuater-
niones. Los cuaterniones son una solucién a multiples
problemas en geometria, mecéanica y Optica. En la ac-
tualidad son imprescindibles en robética y en visién
por computadoras. En cada uno de estos aspectos
mencionados, se hace necesario el conocimiento a cer-
ca de las propiedades algebraicas elementales de este
conjunto numérico de las llamadas dlgebras modernas.
De ahi también la importancia que reviste el propésito
de este estudio de las propiedades del conjunto de los
cuaterniones; determinar qué tipo de estructuras alge-
braicas satisfacen los cuaterniones de Hamilton.

Desarrollo
I. Definiciones basicas.

Para estudiar la estructura de los cuaterniones de
Hamilton se definen los siguientes aspectos:

1.1 Cuaternidn:

Es un niimero de la forma a + aji+aj+ak, donde
a, b, ¢ y d son nimeros reales y “i, j, k” se denomina
parte imaginaria o parte vectorial.

1.2 Regla de Hamilton para la operacién de multipli-
cacion de cuaterniones:

2=f=k=ik=-1 ij= —ji=k
jk=-kj=i ki =ik =j
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1.3 Suma de cuaterniones:

Cada coordenada se suma con su homéloga del
otro nimero.

Si A= (a,+a,i+aj+a,k) y B= (b, +b,i+b j+b k), entonces:
A+B= (a,+a,i+a,j+a k) + (b, +b,i+b.j+b k)
=(a,+b,) + (a,+ b))i + (a,+ b,)j + (a,+b )k

1.4 Multiplicacién de cuaterniones:

Se multiplican como combinaciones lineales de las
unidades imaginarias, que siguen la regla de Hamilton
para la multiplicacion.

Si A= (a,+a,i+aj+ak) y B= (b,+b,i+b,j+b k); entonces:
A.B = (a,+a,i+a j+ak). (b +b,i+b j+b k)
=(a,b,~ab,-ab,-ab)+(ab,+ab +ab,—ab)i+
(a,b,—ab,+ab +ab)j+(ab,+ab,—ab,+ab )k

1.5 Producto de un escalar por un cuaternién:

Para multiplicar un escalar por un cuaternion se
multiplica el escalar por cada componente del cuater-
nién y se obtiene otro cuaternion.

SeameR yA= (a,+aji+aj+ a k), entonces:

mA =m (a, +a,i + aj+a k) = (ma+ma,+ ma,j+mak).

1.6 Cuaternion conjugado:

Dado el cuaternién A= (a, + a,i + a,j + a,k), su cua-
ternién conjugado es:

A=(a,—ai-aj-ak).
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Un conjunto no vacio K, se dice que es un anillo
si en K estan definidas dos operaciones denotadas por

“+" y "." respectivamente, tales que para cualesquiera

a,b,cdek.
i. a+b € K [Cerradura]

ii. a+b = b+a [Conmutatividad]

1.7 Anillo:

iii. (a+b) + c = a +(b+c) [Asociatividad]
iv. 3 e e k: a+e = a [Elemento neutro]
v. 3 (-a) € k: a+(-a) = 0 [Elemento inverso]
vi. a.b ek [Cerradura]
vii. a. (b.c) = (a.b).c [Asociativa]
viii. a.b+c)=ab+acy
(b+c).a = b.a+c.a [Distributiva]

1.8 Espacio vectorial:

Es un conjunto V no vacio cuyos elementos reciben
el nombre de vectores dotado de dos operaciones: una
interna, llamada suma y otra externa, llamada multi-
plicacién, que cumplen las siguientes propiedades:

SiV uv,wevya, € R, entonces:

i (+v)+w=u+(v+w) [Asociatividad]
ii. u+v=v+u [conmutatividad]
iiii,. JeeViute=u [Elemento neutro]

iv. 3 (-u) € V: u+(-u) = e [Elemento inverso]

v. (a+B)u=au+pu [Distributiva respecto a la
suma de escalares]
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vi. a.(u + v) = au +av [Distributiva respecto a la
suma de vectores]
vii.  o.(fu)=(apu [Asociativa para el

producto de escalares]

viii. eu=u [Elemento neutro]

II. PROPIEDADES DEL CONJUNTO DE LOS CUA-
TERNIONES.

A continuacién se presenta una demostracion de
las propiedades algebraicas fundamentales del conjun-
to de los cuaterniones de Hamilton, que lo relacionan
con la estructura de anillo y de espacio vectorial.

Sea H el conjunto de los cuaterniones donde H=
{atbi+cj+dk: a, b, c, d eR} y A = (a,+a,i+a j+ak), B=
(b +b,i+b.j+b k), C= (¢ ,+c,i+c,j+c k) elementos de H.

2.1 PROPIEDADES DE LA SUMA DE CUATER-
NIONES.

2.1.1 Clausura o cerradura:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+a,i+aj+ak), B= (b,+b,i+b.j+b k) elementos de H;
entonces:V A, B eH; A+B €H.

A+B = (a,+a,i +a,j + a k) + (b,+b,i +b,j + b k)

= [(a,+b,) + (a,+b,)i + (a,+b,)j + (a,+b k] € H.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

Como los coeficientes de los cuaterniones son ni-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad de
clausura, entonces: (a,+b,) €R, (a,+b,) €R, (a,+b,)eR
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y (b)) €R. De ahi, que A+B = [(a,+b)) + (a,+b,) i +
ga-&bs)j + (a,+b,) k] es un cuaternién. Por tanto A+B €

2.1.2 Conmutatividad:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+a,i+aj+ak), B= (b,+b,i+b.j+bk) ele-
mentos de H; entonces: V A, B e H; A+B = B + A.

A+B = (a,+a,i+aj+a k) + (b,+b,i+b,j+b k)

=(a,+b)) + (a,+b,) i + (a,+b,)j + (a,+b )k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

B + A= (b,+b,i+b,j+b k) + (a,+a,i+a,j+a,k)
=(b,+a) + (b,+a,) i+ (b,+a,)j+ (b, +a)k.
Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nui-
meros reales y en ellos se cumple la conmutatividad,
entonces: (b,+a,) = (a,+b,), (b,+a,) = (a,+b,), (b,+a,) =
(a;+b,), (b,+a)) = (a,+b,). De ahi, que A+B = (a+b) +
(a,+b))i + (a,+b,)j + (a,+b )k = (b,+a) + (b, + a,)i + (b,+
a,)j + (b, + a,)k= B+A. Por tanto A+B = B + A.

2.1.3 Asociatividad:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+a,i+a j+a k),

B= (b,+b,i+b,j+bk), C= (¢ +c,i+cj+ck) elementos de
H; entonces:
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V A, B,C €H; A +. (B+C) = (A+B) +C.

B+C= (b,+b,i+b,j+b k) + (¢, +c,i+c j+c k)
= (b1+c1) + (b,+c))i+(b,+c,)j+(b,+c k.
Por definicién de suma de cuaterniones (1.3).

A+ (B+Q) = (a+aji+aj+ak) + [(b+c) + (by4c) 1 +

(b,+c,)j + (b, +c,)K]

=a,+ (b,+c) + ai+(b,+c,) i +aj+(b,+c;) j + a k+(b+c) k.
Por definicién de suma de cuaterniones (1.3).

A + B = (a,+a,i+aj+a k) + (b, +b,i+b j+b k)
= (a,+b)) + (a,+b,) i + (a,+b,) j + (a,+b) k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

(A+B)+C = [(a,+b)) + (a,+b,) i + (a,+b,)j + (a,+b k] +
(c,+c,i+cj+c,k)
= (a,+b,) +¢, + (a,+b,) i+c,i + (a+b,)j+c;j + (a,+b k+c/k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nti-
meros reales y en ellos se cumple la asociatividad, en-
tonces, a+ (b + ¢) = (a+ b)+ c. De ahi, que A+ (B+C) =
(a,+aji+aj+ak) + [(b,+b,i+b j+b k) + (c,+c,i+cj+c k)]
[(a,+a,i+aj+ak) + (b, +b,i+b,j+b k)]+ (c,+c,it+cj+c,k)
(A+B)+C. Por tanto A + (B+C) = (A+B) +C
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2.1.4 Elemento neutro:

SeaHelconjuntodeloscuatemiones.A=(al+agi+agj+a X)
elemento de H y e = (0+0i+0j+0k) el elemento neutro
de la suma de cuaterniones, entonces: A+e = A.

A+ e = (a,+a,i+aj+ak) + (0+0i+0j+0k)
=(a,+0) + (a, + 0)i + (a, + 0)j + (a, + O)k
= (a,+a,i+aj+ak) = A.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

Como los coeficientes de los cuaterniones son ni-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad del ele-
mento neutro de la suma, entonces, (a,+ 0) = a, (a,+ 0)
=a, (a,+ 0)=a, (a,+0)=a,

De ahi, que A+e = (a,+0) +(a, + 0)i + (a, + 0)j + (a, + 0)
k = (a,+a,i+aj+ak) = A. Por tanto A+e = A.

2.1.5 Elemento simétrico:

SeaHelconjuntodeloscuaterniones. A=(a,+a,i+a j+a k)
elemento de H,

- A = (-a;- a,i- a,j —a,k) elemento de H y el elemen-
to simétrico de A, para la suma de cuaterniones y e =
(0+0i+0j+0k), el elemento neutro de la suma de cuater-
niones, entonces, A+ (-A)= e.

A+ (A) = (a+aji+ajtak) + [(-a)+( -a,i)+ (-aj)+ (-
a,k)]
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=(a,—a+(a, -a,)i+(a,~a,)j+(@a,~ a)k= (0+0i+0j+0k) = e

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3) y elemento
neutro (2.1.4).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nu-
meros reales y ellos cumplen con la propiedad del ele-
mento simétrico, entonces: (a, — a,)=0, (a,~ a,)=0, (a,-
a,)=0,

(a,—a,)=0. De ahi, que (a,-a,) + (a,-a,) i + (a,—ay)j+
(a,~a,) k = (0+0i+0j+0k) = e.

Por tanto A+ (-A)=e.

2.2 PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE
CUATERNIONES.

2.2.1 Clausura o cerradura:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+a,i+aj+ak), B= (b +b,i+bj+bk) elementos de H;
entonces, VA, B eH; A.B eH.

A.B = (a,+a,i+aj+ak) (b,+b,i+b,j+b k)
=(a,b,-ab,~ab,-ab)+(ab,-ab -ab,-ab)i
+(ab,—ab,-ab -ab,)j+(ab,-ab,~ab,- ab,) k.

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nu-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad de clau-
sura, entonces, a,b,, a,b,, a,b,, a ,b, son niimeros reales.
De ahi que A'.B =(a,b,—ab,-a)b,—ab,) +(ab,-ab,
-ab,—ab,)i
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+(a,b,~ab, - ab, - ab,)j+(ab,- a,b,—ab,-ab)k,
es un cuaternién.

Por tanto A.B € H.

2.2.2 Conmutatividad:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+aji+a,j+ak), B= (b +b,i+b,j+bk) elementos de H,
entonces: V A, B eH; A.B=B.A €H.

A.B = (a,+a,i +a; + a k) (b,+b,i +bj + b k)
=(ab,-ab,-ab,-ab,)+(ab,-ab -ab,-ab,)i
+(ab,~ab,-ab -ab,)j+(ab,~ab,-ab,-ab)k

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

B.A= (b, +b,i +b,j + b k) (a,+a,i +aj + a k)
=(ba,-ba,-ba,-ba) +(bja,~b,a -b,a,-b,a)i
+(bsa, - ba,+bsa, +ba)j+ (ba, +ba,-bsa, + ba)k.

Por definicién de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

Comoij=ji,jk=kjyikskj; entonces claramente A.B
# B.A

2.2.3 Producto de un Cuaternién por su conjugado:
Sea H el conjunto de los cuaterniones, A=
(a,ta,i+aj+a k), elemento de H y sea

A= (a-a,i-aj-a k) el conjugado de A, entonces, V A e
HAA=a"+a’+a’+a’eR
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AA=(a+aji+aj+ak) (a-ai-aj-ak)
= (a.a+a.a, +a,a,+a,a,) + (-a.a, +ala-a,a,+ a,.a,)
i+
(-a.a,+a,a-a,a +a,a)j+(-aa,—a.a +aa+ a,.a)k
=a’+a’+a’+a,’ ek

Por definicién de multiplicacién de cuaterniones (1.4) y
propiedad cancelativa de los niimeros reales.

Como los coeficientes de los cuaterniones son ni-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad conmu-
tativa de la multiplicacién, entonces: (a.a, = a,.a, a,.a,=
a,a,...) y ademads se cumple la propiedad cancelativa
para los elementos iguales con signos contrarios, esto
es;-a.a, +a.a, = - a,a,+ a,a, =-a.a, +a.a,... = 0y como
el producto de un niimero real por si mismo es igual a
su cuadrado, es decir; a.a = a% Por tanto:

- i S 2 2 2
AA=(aa+a.a +aa,+aa)=a’+a’+a’+a’ ek

2.2.4 Asociatividad:

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+aji+aj+a k), B=(b+b,i+b,j+b k), C=(c +c,i+c;j+c k),
elementos de H; entonces: V A, B, C eH; A.(B.C) =
(A.B).C.

(B.C) = (b,+b,i+b,j+b k). (c,+c,i+c,j+c,k)

= (b,c, -b,c,-b,c,-bc,) + (bc,-bc -bc,—-bc)i

+(b,c,-b,c,+bc +bc)j+ (b, +bec,—be, +bgc) k.
Por definicion de multiplicacién de cuaterniones (1.4).
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A-l é“_?: _(al;:g*fbizisai{)- [(b,c, —byc, by, - bc) +
(byc;=byc, +be +bc)j+ (b, +be,~b,c, +be) K]
=la, (bc, - b,c,~b,c,-b,c)-a, (b,c,~b,c, - b,c,-b,c)]
- [ay(b,c, b, —b,c,—b,c) -2, (b,c,-b,c,-b,c,—b,c)]
+ [a,(bje, +bye; +b.c,~bc) +a, (bie,~b,c,~b,c,~bc,)
+a, (b,c,~b,c,~-b,c,-b,c)-a, (b,c,-b,c,~b,c,-b,c,)]i
+ [a,(b,c,—b,c, +b,c, ~b,c))-a,(b,c, + b,c,—b.c, +b,c)

+a,(bye, ~be;—~bie.~bey + a(b,c, +b,c, +b,c,~bc,)]j
+[a,(b,c, +b,c,-b,c, + b,c,)+a,(b,c,~b,c,+b,c, +b,.c,)
—a,(b,c, +b,c, +b,c,~bc)+a,(bc,—b,c,-bc,-bc)l k.

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

(A.B) = (a,+a,i +a j + a k) (b,+b,i +b,j +bk)
=(ab,-ab,~-ab,-ab)+(ab,-ab -ab,-ab)i
+(ab,~ab,~ab -ab,)j+(ab,- a,b,—ab,—ab k.

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

(A.B).C=[(a,b, ~ab,-ab,—ab,) + (ab, + a,b, +ab,
+ab))i

+(ab,-ab,+ab +ab)j+(ab,+ab,—ab,+ a,b) k]
(e —e+ Cy~Cy)

=[(a,b,~a,b,~ab,—ab,) c,- (ab,+ab, +ab,~ab.)c,
- ](aib_,, -ab,+ab +ab)c,-(ab, - a,b,+ab,+apb)
c‘t

+[(a,b,—ab, - a,b,—ab Je,+ (a,b,+ab, + a,b,—ab,)c
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+(a,b, - ab, +ab, + ab,)c,-(ab, + ab,-ab, + a,b,)
c)i

+[(ab,-ab,~ab,-ab,)c, +(ab,+ab +ab,-ap))c,
+@b,—ab, +ab, +ab,)c +(ab, +ab,-ab, +ab)
¢l

+[(a,b,~a,b,—ab,~ab,)c,+(ab,+ab +ab,-abjc,
- (a]b3 - a2b4 L a3b1 * aqbz) C* (a1b4 W azba + asbz * a4bl)
c,] k.

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nii-
meros reales y estos cumplen con la propiedad asocia-
tiva de la multiplicacién, entonces, a (b.c) = (a.b).c. De
ahi, que: A. (B.C) = (a,+a,i+a,j+ak). [(b,, b,i+ b,j+b k).
(c, +c,i +c;j +c k)
= [(a,+aji+aj+ak). (b, b,i+ b j+bK)].(c, +c,i +¢; +c k)
= (A.B).C. Por tanto A.(B.C) = (A.B).C.

2.2.5 Elemento neutro:

SeaHelconjuntodeloscuaterniones. A=(a, +a,i+a,j+a,k)
elemento de H y e = (1+0i+0j+0k) el elemento neutro
de la multiplicacién de cuaterniones, entonces:

A.e=A.
A. e = (a,+a,i+a j+ak) (1+0i+0j+0k)
=(a,+0+0+0)+(0+a, +0+0) + (0+0+ a,j +0) + (0+0+0+
a k)
= (a,+a,i+aj+ak) = A.

Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).
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Como los coeficientes de los cuaterniones son nti-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad del ele-
mento neutro, estoes: a.1 = a.

De ahi, que A.e = (a,+a,i+aj+a k). (1+0i+0j+0k) = A.
Por tanto A. e = A.

2.2.6 Distributiva de la multiplicacién respecto de
la suma.

Sea H el conjunto de los cuaterniones y A=
(a,+aji+a j+ak),

B= (b+b,i+b,j+b k), C= (c +c,i+c,j+ck) elementos de
H; entonces:

VA, B,C, eH; A (B+C) = (A.B) + (A.C)

(B+C) = (b, +b,i+b,j+b k) + (c,+c,i+c,j+ck)

= (b,+c,) + (b,+c,) i+ (b,+c)) j+ (b,+c,) k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

A. (B+C) = (a,+aji+aj+a k). [(b,+c,) + (b,+c,) i + (b,+c,)
j+ (b+c,) k]

=[a,(b,+c,)-a,(b,+c))-a,(b+c,)-a,(b e D1 +[a,(b,+c)
+a,b,+¢c,) + a(b+c) - alb4c)] i+ [a,(b,+ c) -
a,(b+c,) +a,(b+c)+a (b, +c)lj

- [al(b c) +a(b,4c) - a3(b2+c2) +a,(b,+c )] k
=[(a,b,—ab,—ab,-ab,) + (a,c,—ac,—a,c,—ac,)]
+[(a,b, + a,b, + a,b, +ab)) + (a,c,+ a,c, + a,c, +a,c)] i
+ [(alb3 -ab,+ab +ab)+ (a,c,-ac, +ac + a,c,)] j
+[(a,b,+ab,~ab, +ab)) +(ac,+a,c,—ac,-ac)] k.

Por definicion de multiplicacién de cuaterniones (1.4).
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(A.B) = (a,+a,i +a,j + a,k) (b,+b,i +b;j + bk)

=(a,b,~a,b,-ab,-ab,) +(ab,-ab -ab,-ab)i

+(ab,-ab,-ab —ab)j+(ab,~ab,-ab,-a Dbk
Por definicién de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

(A.C) = (a,+a,i +a,j + a k) (c,+c,i +¢jj + ¢ k)

= (a,c, —a,c,—-a,c,—-a,c) +(ac,~ac —ac,—agc)i

+(a,c,~a,c,-ac ~ac)+(ac,—-ac,—ac,- a,c )k.
Por definicion de multiplicacion de cuaterniones (1.4).

(A.B) + (A.C) =[(a,b,~a,b,-a,b,—ab,) + (a,b,—ab, -
ab,—ab,)i

+(ab,-ab,~ab —-ab,)j+(ab,-ab,~ab,-ab)k]
+ [(a,c, —a,c, —a,c,—a,c) + (a0, —ac, ~ac, - ac,) i
+ (a,c,— a,c, —a,¢, —a,6,) j + (a,c,— 2,6, — a0, —a,c) K]
=[(a,b,-ab,~ab,—ab,) +(ac, —a,c,~a,c, - ac,)]
+[(ab,—ab —ab,-ab) +(ac,-ac —ac,~ac)li
+[(a,b,—apb,+ab +ab,) +(ac,-ac,+a,c +ac)]j
+[(a,b,+ ab,—ab, +ab)) + (a,c, + a,c,—a,c,—ac)] k.
Por definicién de multiplicacién de cuaterniones (1.4).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nu-
meros reales y en ellos se cumple la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién respecto de la suma, enton-
ces:

a (b+c) =ab +ac. De ahi, que A. (B+C) = (a,+a,i+a,j+a k).
[(b,, b,i+bj+b k) + (c, +c,i +cjj +c,k)] = [(a, +ai+aj+a k).



Decanato de Investigacién de la UTECO

(b,, b,i+ b,j+b k) ] + [(a,+a,i+a j+a k). (c, +c,i +cjj +c k)]
= AB +A. C. Por tanto: A (B+C) = (A.B) + (A.C).

2.2.7 Distribuciéon del producto de un Cuaternién
respecto de la suma de escalares:

SeaHelconjuntodeloscuaterniones, A=(a +a,i+a j+a k)
y m, n nimeros reales, entonces, V m,n€Ry A €H;
mA + nA = (m+n) A.

mA =m (a,+a,i+a,j+ak)

= (ma,+ma,i +ma.j + ma k).

Por definicién de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).

nA = n(a +a,i+a,j+ak) = (na +na,i +na,j +na_k).

Por definicion de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).

mA + nA = (ma,+ma,i +ma,j + mak) + (na,+na,i +na,j
+na k)

= (m+n) a, +(m+n) a,i +(m+n) a,j + (m+n) a k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

(m+n)A = (m+n)(a,+a,i +a,j + a k)
= (m+n) a, + (m+n) a,i + (m+n) a,j + (m+n) ak.

Por definicion de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).
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Como los coeficientes de los cuaterniones son nu-
meros reales y estos cumplen con la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién respecto de la suma, enton-
ces:

(a + b) (a + c) = a (b+c), para a, b, ceR. De ahi, que
mA + nA= m(a,+ai+aj+ak) + n(a,+a,i+aj+ak) = (m
+n) (a,+a,i+a,j+ak) = (m + n)A. Por tanto: mA + nA =
(m+n) A.

2.2.8 Distribucién del producto de un escalar res-
pecto de la suma de cuaterniones:

Sea H el conjunto de los cuaterniones. A=
(a,+a,i+aj+ak), B= (b,+b,i+b,j+b k) elementos de H y
m un naimero real, entonces:

VmeRyA, B €H; m(A+ B) = mA + mB.

A + B = (a,+a,i +aj + a,k) + (b,+b,i +bj + b k)
= [(a,+b,) + (a,+b,)i + (a;+b,)j + (a,+b)k].

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

m (A+ B) = m[(a,+b,) + (a,+b,)i + (a,+b,)j + (a,+b )K]
= m (a,+b,) +m (a,+b,)i +m (a,+b,)j + m(a,+b k.

Por definicion de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).

mA =m (a,+a, +a, +a &) = (ma,+ma,, +ma, + ma &)

Por definicién de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).
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mB = m(b,+b,i +b,j + b k) = (mb,+mb,i +mb3j + mb k).

Por definicion de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).

mA + mB = (ma+ma, +ma, + ma,) + (mb,+mb,i
+mb3j + mb k)

= (ma,+mb,) + (ma,+mb,)i + (ma,+mb,)j + (ma,+mb, )k
=m (a,+b,) +m (a,+b,)i +m (a,+b,)j + m(a,+b k.

Por definicion de suma de cuaterniones (1.3).

Por distribucién del producto de un cuaternion
respecto de la suma de escalares (3.2.7), m(A+B)= m
[(a,+a, +a, +a,) + (b +b,i +bj + bk)] = [m (a,+a, +a, +
a,) + m(b,+b,i +b,j + b, k) |= mA + mB. Por tanto m(A+
B) = mA + mB.

2.2.9 Asociatividad del producto de un cuaternién y
dos escalares:

Sea H el conjunto de los cuaterniones. A=
(a,+a,i+a j+a k), elemento de H y m, n niimeros reales,

entonces: ¥V m, n€ R y A € H; m (A,n) = (l'l'lA)ﬂ.

m (A.n) =m [(a,+a,, +ay + a,)n|
=m (na,+na,i +na,j +naKk)
= (mna,+mna,i +mna,j +mna k).

Por definicién de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).
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(mA) n = [m(a +a,i +aj + a k)]n
= (ma,+ma,i +ma,j + ma,k)n
= (mna,+mna,i +mna.j +mn a k).

Por definicion de producto de un escalar por un cuater-
nion. (1.5).

Como los coeficientes de los cuaterniones son nu-
meros reales y estos cumplen con la propiedad asocia-
tiva de la multiplicacion, entonces, a (b.c) = (ab).c. De
ahi, que m (A.n) = m [(a,+a, +a, + a,)n] = [m (a +a,i
+a,j +ak)|In = (mA) n. Por tanto m (A.n) = (mA) n.

III. ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y CONCLU-
SIONES.

En la seccién anterior se demostré que el conjunto
de los cuaterniones de Hamilton cumple para la opera-
cién suma con las siguientes propiedades: clausura; V
A, B eH; A+B €H (2.1.1); dados dos cuaterniones, la
suma de ellos es otro cuaternién. Conmutativa; V A, B
e H; A+B =B + A (2.1.2); por la conmutatividad de los
niimeros reales se verifica que el orden de sumar dos
cuaterniones no altera la suma. Asociativa; V A, B, C
eH; A + (B+C) = (A+B)+C (2.1.3); por asociatividad de
los niimeros reales se demuestra que la suma cumple
con dicha propiedad. Elemento neutro, Si e= (0 + 0i
+ 0j + 0k) e H; entonces, A+e = e+A = A (2.1.4); si se
suma un cuaternién con el elemento neutro resulta el
mismo cuaternion dado. Elemento simétrico; Si Ae
H, entonces: (-A) eH y A+ (-A)= (-A)+A = e (2.1.5);
al sumar un cuaternion con su simétrico se obtiene el
elemento neutro de la operacion.
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Mientras que para la multiplicacién de cuaternio-
nes se demostré que cumple las siguientes propieda-
des: Clausura; VA, B eH; A.B ¢H (2.2.1); la multipli-
cacion de dos cuaterniones dados es otro cuaternién.
Asociativa; V A, B, C €H; A. (B.C) = (A.B).C (2.2.4);
por asociatividad de los nimeros reales se demues-
tra que la multiplicacién de cuaterniones cumple con
dicha propiedad. Distributiva de la multiplicacién
respecto de la suma; V A, B, C eH; A(B+CO)= (A.B) +
(A.C) (2.2.5); el producto de un cuaternién por la suma
de otros dos, es igual a la suma del producto del pri-
mero con el segundo y el primero con el tercero.

Con el cumplimiento de las propiedades en el pa-
rrafo anterior se demostré que el conjunto de los cua-
terniones posee una estructura de anillo. En el punto
2.2.2, se demostr6 que el conjunto de los cuaterniones
no cumple con la propiedad conmutativa de la multi-
plicacion.

Se demostré también el cumplimento de las siguien-
tes propiedades: Distributiva respecto de la suma de
escalares; Vm, n€R y A €H; mA + nA = (m+n) A
(2.2.7); el producto de un cuaternién con la suma de
dos escales, es igual a la suma del producto del cuater-
nién por dichos escalares. Distributiva respecto de la
suma de cuaterniones; ¥V meR y A, B €H; m(A+ B) =
mA + mB (2.2.8); el producto de un escalar por la suma
de dos cuaterniones, es igual a la suma del producto
del escalar con el primer cuaternién y el producto del
escalar con el segundo cuaternién. Asociativa para el
producto de escalares y un cuaternién; YV m,n€Ry A
€H; m (A.n) = (mA)n (2.2.9); el orden en que se asocien
dos escalares dados y un cuaternién, para la operacién
de multiplicacién no altera el resultado. Estas propie-
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dades complementadas con la estructura de anillo que
tienen los cuaterniones, demuestran que el conjunto de
los cuaterniones también tienen estructura de espacio
vectorial.
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