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Introduccion

El propésito de este trabajo es el de caracterizar al-
gunas propiedades dindmicas de operadores desplaza-
miento (backward shift) y sus aplicaciones al operador
derivada. Con él se cumple con el requisito final para
la defensa del Diploma de Estudios Avanzados (DEA)
del Doctorado en Matematicas Multidisciplinares, im-
partido por acuerdo entre la Universidad Politécnica
de Valencia en Espana y el Instituto Tecnolégico de
Santo Domingo en la Reptblica Dominicana.

El tema central del trabajo versa sobre la hipercicli-
cidad y caos de operadores y el mismo es relativamen-
te joven como objeto de estudio de la investigaciéon ma-
tematica. Es en los ultimos treinta afios cuando se ha
abordado més decididamente la hiperciclicidad como
tema de estudio, siendo en la actualidad parte de mu-
chas lineas de investigacién académica y de proyectos
de mucho valor operativo.

La base de la hiperciclicidad como tema de estudio
de los investigadores matematicos se constituy6 entre
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finales de los afios veinte e inicio de los ochenta. En
el 1929, George David Birkhoft prob¢ la existencia de
una funcién entera g(z) cuyo conjunto de trasladadas
{fg(z+na),n=0;1;2,...gya # 0, es denso en el es-
pacio de todas las funciones enteras H(C) dotado de la
topologia compacta abierta. Mas adelante, en el 1952
G. R. MacLane construy6 una funcién entera en la que
una sucesion de derivadas aproxima uniformemente
en compactos de C a cualquier otra funcién entera.

En ambos casos lo que obtenemos es la existencia
de una funcién \universal” para el operador traslacién
o el operador derivada cuyas iteradas aproximan cual-
quier otra funcién enteras en la topologia de conver-
gencia uniformemente en conjuntos compactos de C.
Estos dos clasicos resultados del andlisis funcional se
consideran el punto de inicio de la hiperciclicidad y en
la actualidad ha adquirido identidad propia.

Posteriormente, S. Rolewicz abordo el asunto rela-
cionado con la existencia de operadores hiperciclicos
en espacios I” con 1 < p < o, pero sin emplear la es-
tructura simbélica actual. El se planteé como problema
el estudio de la existencia de operadores hiperciclicos
en espacios de Banach y de Hilbert. A partir de Ro-
lewicz han sido muchos los que se han dedicado al es-
tudio de la hiperciclicidad: se pueden citar, C. Kitai,
que introduce una condicién suficiente de hipercicli-
cidad, pero al no publicarla es dada a conocer por R.
Gethner y J. Shapiro, quienes demuestran el criterio de
hiperciclicidad y deducen los resultados de Birkhoft,
MacLane y Rolewicz; luego J. Bés mejora estos resul-
tados; también C. Chan, H. Salas y L. Bernal hicieron
significativos aportes a la mejora del estudio del tema,
entre otros.
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Ahora bien, dado un vector x de un espacio vecto-
rial topolégico X y una aplicaciéon continua T: X — X,
se dice que x es hiperciclico respecto a T si el conjunto
formado por las érbitas de x bajo T es denso en X. Las
Orbitas se generan al iterar a T. Un operador es hiper-
ciclico si posee un vector hiperciclico. Si en lugar de T
se considera una familia de operadores {T}} . tal que
{T,} ¢ n. €5 denso en X, entonces surge un concepto mas
fuerte llamado universalidad, donde la hiperciclicidad
de un operador T es equivalente a la universalidad de
la sucesion de operadores {T : = T"}

n=1"

Mas recientemente ha aparecido el estudio de la
hiperciclicidad de operadores ligado al andlisis de los
sistemas dindmicos discretos. Uno de los aportes mas
significativos en este orden lo constituye la definicién
de caos dada por R. Devaney: una aplicaciéon continua
en un espacio métrico se dice cadtica si es transitiva, el
conjunto de puntos periédicos es denso en el espacio y
tiene dependencia sensible de las condiciones iniciales
(ver Devaney [14]).

Nuestro contexto de trabajo va a ser el espacio de
Banach, esto es, un espacio vectorial X, con norma Il |l
de forma que su métrica asociada es p(x,y) =l x-y I, y
tal que (x,p); es un espacio métrico completo. Ademas
como estamos interesados en encontrar érbitas densas
de dichos espacios, y teniendo en cuenta que el de las
Orbitas es un conjunto numerable nos limitaremos a
espacios de Banach 17 separables. De manera especial
trabajaremos en los espacios ponderados por una su-
cesion.

La presentacion del trabajo se organiza en tres par-
tes. En la primera, hacemos una breve descripcion de
las definiciones y los resultados basicos en que sus-
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tentamos todo el desarrollo de la investigacién. En la
segunda parte presentamos las propiedades con las
que caracterizamos la hiperciclicidad, el mezclante y el
caos para operadores desplazamientos unilaterales y
bilaterales. Finalmente, en la tercera parte trabajamos
los operadores en espacios de Bergman generalizados
y el operador derivada en espacios de Hilbert de fun-
ciones enteras. Aqui es donde caracterizamos la hiper-
ciclicidad, el mezclante y el caos de esos operadores es-
tableciendo un puente con las caracterizaciones sobre
hiperciclicidad, el mezclante y el caos de operadores
desplazamiento que ya hicimos en el capitulo 2.

Capitulo 1
Definiciones y resultados basicos

Como se ha dicho, el objetivo de este trabajo es el
de caracterizar algunas propiedades dindmicas de ope-
radores desplazamiento (backward shift) y sus aplica-
ciones al operador derivada”. En este capitulo se tratan
las definiciones y los resultados basicos alrededor del
tema trabajado.

1.1 Dinamica discreta en espacios métricos

En esta seccién se aborda la dinamica discreta en
espacios métricos. Una idea muy importante para el
estudio es la relacionada con el comportamiento de las
6rbitas del conjunto Orb(T, x):= {x,Tx,T?x, T°x, ...}, don-
de T" es la enésima iteracion de T. Al par (X, T) donde
X es un espacio métrico y T es una aplicacién continua
definida de X — X, se le llama sistema dindmico discre-
to.

Inicialmente el estudio de los sistemas dinamicos
estuvo relacionado al mundo de la Fisica, la Ingenie-
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ria y la Astronomia bésicamente, con los trabajos de
Laplace, Poincaré, Lorentz y otros. De esos inicios se
desprende la primera clasificacién de los mismos, que
se fundamento en la idea de si el comportamiento del
conjunto Orb(T, x) era predecible o no hacia el futuro;
si lo era se le llam¢ sistema dindmico determinista y si
no lo era se uso el calificativo de no determinista.

Definicién 1.1.1 Es importante resaltar algunas ideas
relacionadas con el caos y los sistemas dindmicos.

Punto fijo se dice que x0 es un punto fijo de T si Tx0
=x0.5i T es continua y la 6rbita Orb(T, x) converge a un
punto X" entonces este valor x" es un punto fijo de T.

Punto peridédico Se dice que x_ es un punto perié-
dico para T si existe un k 2 N tal que Tk(x_) = x_ (al
menor k que permite esta igualdad se le llama periodo
de x°).

Existen puntos periddicos atractivos, puntos perio-
dicos repulsivos y puntos periddicos de otra naturale-
za.

Definicién 1.1.2 También es importante destacar las
condiciones en que dos sistemas dinamicos son equi-
valentes, es decir, en qué condiciones se cumple una
relacion de equivalencia entre ellos. Para esto, sean T:
X = XyS:Y -Y dos sistemas dindmicos:

Simiconjugacion. Se dice que S es una semiconju-
gacion de T si existe una aplicacién continua @: X —
Y con rango denso de tal modo que So =0 0T, es
decir, el diagrama

X X
o] <l
Y 5y

Sea conmutativo.
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Conjugacién. Si J en el caso anterior puede ele-
girse de modo que sea un homeomorfismo, esto es, J
es bicontinua y biyectiva a la vez, entonces S y T son
conjugados.

Conservaciéon de la Propiedad P. Se dice que la
propiedad P de un sistema dindmico se conserva por
(semi) conjugacion, si, dado el sistema dindmico T: X
— X con la propiedad P cualquier otro sistema dina-
mico S: Y = Y, (semi) conjugado de T también posee
dicha propiedad.

Transitividad topolégica. Un sistema dindmico T:
X — X se dice topolégicamente transitivo si, para cada
par de abiertos no vacios U y V de X, existe algin n =
Otal que TMU) NV = O.

Estas ideas las concluimos con la siguiente propo-
sicion:

Proposicion 1.1.3. La transitividad topoldgica se
conserva por semiconjugacion.

Ahora introducimos algunas ideas sobre caos. La
primera vez que se uso la palabra caos en matemaética
formalmente fue en el 1975 en el articulo “Period three
implies Chaos” de L. Li y J. Yorke (ver F. Balibrea [4]),
aunque el fenémeno estudiado alli no coincidia con la
nocion actual, ya que ellos plantearon que si T es con-
tinua en R y tiene un punto periédico de periodo 3, en-
tonces T tiene puntos periddicos de todos los periodos
y es cadtica.

Mas tarde se rectifica el concepto de caos ligado a
ideas mucho mas fuertes matematicamente hablando.

Definicién 1.1.4. Se asume aqui el concepto mas
ampliamente divulgado y aceptado sobrecaos, el in-
troducido por Robert Devaney [14].
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Un sistema dinamico (X; T) se dice cadtico en el

sentido de Devaney si

i)

ii)

Es sensible respecto a las condiciones iniciales,

Es topolégicamente transitivo, y

iii) Sus puntos periédicos forman un conjunto denso

en X.

Definicién 1.1.5. Ahora bien, es importante tratar

por separado estas tres caracteristicas del conjunto X
sobre el que se define la idea del caos.

i)

ii)

El sistema dindmico (X, T) se dice sensible respecto
a las condiciones iniciales si existe un & > 0 (llama-
do constante de sensibilidad), tal que para todo _
€ Xy para todo € > 0, ex1stey8qun EN, con

p(x,y) <€ talquep (Tn w, L . ) > § Si esto se cumple,
pequefios errores en la estimacion de valores de la
aplicacién, expresan cambios radicales al iterar a
T.

El sistema dindmico (X, T) se dice topolégicamen-
te transitivo si dados dos conjuntos abiertos Uy V
de X, existe un k € N tal que TH(U) N G # Q. Esto
quiere decir que X no puede descomponerse en dos
subconjuntos disjuntos invariantes con interior no
vacio, lo que implica que si T posee una 6rbita den-
sa, entonces (X, T) es topolégicamente transitivo.

iii) Finalmente, los puntos periédicos de (X, T) forman

un conjunto denso en X, si para cualquier subcon-
junto abierto U c X, siempre existe un punto pe-
riddico de U. Por tanto, si un sistema dinamico es
cadtico, posee un componente de impredecibilidad,
una componente de irreducibilidad y una compo-
nente de regularidad (la existencia de puntos perié-
dicos densos).
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En las dos tltimas décadas se han probado algu-
nos resultados que caracterizan el caos desde 6pticas
diferentes. Por ejemplo, en 1992 se probé que en cual-
quier espacio métrico, la sensibilidad a las condiciones
iniciales se podia deducir de las otras dos propieda-
des, con lo que se estableci6é que un sistema dindamico
(X, T) es cadtico si es topoldgicamente transitivo y los
puntos peridédicos forman conjuntos densos en X. Asi
mismo, en 1994 se probd que todo sistema dindmico
(X, T) definido en un intervalo I = X por una funcién T
topolégicamente transitiva es cadtico. Ya en el 1997 se
prueba que el sistema dindmico (X; T) es cadtico si para
cualquier par de conjuntos abiertos U y V en X, existe
una Orbita periddica que visita a ambos.

En el estudio general del caos el asunto ligado a las
condiciones de suficiencia no ha sido resuelto del todo
aun. En este trabajo se trata de aprovechar el relanza-
miento que ha experimentado el concepto de hiperci-
clicidad en los tltimos anos, en relacion con el desarro-
llo del caos en sistemas dindmicos discretos. Especifi-
camente se visualiza la equivalencia que se da entre la
transitividad de un operador continuo T y la existencia
de puntos x 2 X con orbitas densas respecto a la itera-
cién de T.

Existe una relacién entre la transitividad y la exis-
tencia de puntos con orbitas densas que se demuestra
mds abajo. Es una consecuencia del teorema de Baire,
el cual es muy importante en la teoria de espacios mé-
tricos completos y sintetiza la idea de que \un espacio
métrico X completo, no puede representarse como la
unién de un nimero numerable de conjuntos nunca
densos”.
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Proposicién 1.1.6 Sean X un espacio métrico de Bai-
re separable y perfecto (i. e., sin puntos aislados) y T: X
— X una aplicacién continua. Entonces existe un € X
cuya Orbita respecto a T es densa en X, si y s6lo si, T es
topolégicamente transitiva.

Demostraciéon. Supéngase que T admite una orbita
densa, es decir, dado | € X tal que

{T":n EN}

Es denso en X. Sean U y G abiertos no vacios de X,
existe k N tal que

<, €U

Como X no tiene puntos aislados

{T™ : m > k}

también es denso en X, por lo que existe n € N tal
que

(T =TTz € G}

Luego, tomando y:= T* c U, se tiene entonces que
Tty € Gy por tanto

™U)NV zJ

Con lo que se establece que T es topolégicamente
transitiva.

Reciprocamente, como X es un espacio métrico se-
parable satisface el segundo axioma de numerabilidad.
Se elige entonces {V_} .. como base de abiertos para la
topologia de X. Para todo € N se define

Gni={ EX:IMEN e T"xEV }

O equivalentemente

Gn = U= (T™)7T (Vn)

=1
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Se observa que para todo € N, Gn es abierto en X.
Queda por mostrar que cada Gn es denso en X.

Sean € Ny un abierto U de X fijos. Como T es tran-
sitiva existe m € N tal que

™UNV_# o

es decir, existe x € U tal que T"x € V_, por lo que x
€ U NGn. Pero, por ser X un espacio de Baire se tiene
que Gn:=N_, . es denso en X. Obsérvese ahora que
cada punto perteneciente a G tiene orbita densa en X
respecto a T. Sean, | € Gy U un abierto cualquiera de X.
Por la eleccion de la base {V } . existe n € N tal que
V n, c U Por otro lado, como ,€ G < Gn se tiene que
existe un m € N tal que

T €Vn cU
y por tanto el conjunto Orb(T, z) es denso en X.

Como se podrd ver en el contexto de este trabajo la
idea mas importante en referencia al caos es precisa-
mente la relacién planteada en esta proposicién. Tam-
bién es facil ver que el caos de Devaney se conserva
por semiconjugaciéon. Mas adelante, en el tratamiento
del concepto central del estudio, hiperciclicidad, reto-
maremos esta relacion con la revisién del lema de Sha-
piro y de otras cuestiones ttiles para el mismo.

Existen otras nociones mas fuertes de transitividad,
donde T*(U) corta a V no solo para algin n sino para
todo n c N suficientemente grande. Estas propiedades
son llamadas mezclan-

te y débil mezclante. A continuacién se presentan
estos conceptos a los que se hara referencia mds ade-
lante.
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Definicién 1.1.7 Un operador continuo T: X — X, se
dice topoldgicamente mezclante si, para todo U, V c X,
abiertos no vacios, existe N > 0 tal que T(U) NV # O,
paratodan = N.

Definicién 1.1.8 Un operador continuo T: X — X
se dice topolégicamente débil mezclante si, T @ T es
transitiva en X @ X, es decir, si para todo U; U, V; V,
c X, abiertos no vacios, existe >0, tal que T"(U,) NV,
@, yTn(U)NV, # .

Es inmediato observar que mezclante implica débil
mezclante y débil mezclante a su vez implica hiperci-
clicidad. Finalmente, se puede demostrar que tanto la
propiedad de mezclante como la de débil mezclante se
conservan por semiconjugacion.

1.2 Dindmica lineal

En esta seccién nos vamos a central en el caso en
que la aplicacién T es lineal y continua y X es un es-
pacio de Banach. En este contexto la existencia de una
Orbita densa se conoce como hiperciclicidad.

La hiperciclicidad comienza con los trabajos de
Birkhoft cuando probé la existencia de una funcién f(z)
cuyo conjunto de trasladadas { (z + a): a € C } es denso
en el espacio de las funciones enteras H(C). Con los tra-
bajos de Maclane en 1952 que construyé una funcién
entera en la que una sucesién de derivadas aproxima
uniformemente en compactos de C a cualquier Dina-
mica de operadores desplazamiento en espacios de
sucesiones de Banach otra funcién, resultado equiva-
lente a decir que el operador derivada D: H(C) ! H(C)
es hiperciclicidad. Estos dos cldsicos resultados se con-
sideran el punto de partida de la linea de investigacién
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dentro del andlisis matematico que se ha denominado
Hiperciclicidad y que en estos tiempos ha adquirido
identidad propia como tema del analisis funcional.

En el 1969, S. Rolewicz abordé el problema de la
existencia de los operadores hiperciclicos en los espa-
cios |7, sin usar aun las notaciones y nomenclaturas ac-
tuales, dejando planteado el problema de la existencia
de los operadores hiperciclicos en cualquier espacio de
Banach. También probd que si B es el operador bac-
kward shiften 7, donde B(a ; a,; a,::) = (a, a3l__.), enton-
ces A:B es hiperciclico para todo A € C, conIAI> 1.

En la década de los 80’s (en 1982 C. Kitai [20], y en
1987 R. M. Gethner y J. H. Shapiro [18] introducen la
condicién suficiente de hiperciclicidad, hoy conocida
como Criterio de hiperciclicidad, la cual permite dedu-
cir casi autométicamente los resultados referidos de las
pruebas de Birkhoft, Maclane y Rolewicz. Este criterio
fue mejorado més tarde por los aportes de J. P. Bés [6],
cuando impone condiciones mds débiles a la hipercicli-
cidad. Posteriormente L. Bernal [05] e I. S. Ansari [02]
probaron que todo espacio de Banach separable de di-
mensién infinita admite operador hiperciclico. Se ba-
saron para la prueba en un resultado fundamental de
Salas [29]. Asi mismo, Bonet y Peris [09] probaron este
resultado para espacios de Fréchet separables.

1.2.1 Concepto de hiperciclicidad

Como se ha dicho, si X es un espacio de Banach T: X
— X una aplicacién lineal y continua, para este trabajo
juega un papel muy importante el anélisis del compor-
tamiento del conjunto que se obtiene al iterar a T con
respecto a x € X.
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Definicién 1.2.1 Sea X un espacio de Banach y T: X
— X una aplicacién lineal y continua. Para cada x € X,
al conjunto { x, T(x); T*(x), T(x),...} se le llama orbita de
x generada por T y se representa por orb(T; x). En este
caso se dice que un x 2 X es hiperciclico respecto a T, si
el conjunto orb(T, x) es denso en X. Al operador T que
satisface esta condicion se le llama operador hiperciclico
y al vector x, vector hiperciclico.

La importancia del estudio y desarrollo del concep-
to de hiperciclicidad en estas tdltimas décadas se pue-
de explicar en el hecho de que el mismo ha permitido
“unificar, extender y complementar diversos resul-
tados de la teoria de funciones clasicas y la teoria de
operadores -ver a Aparicio [3]-. Con el estudio de los
operadores hiperciclicos se puede conocer cuando el
operador admite o no un conjunto cerrado invariante
no trivial. Segin este autor el concepto surgié al tratar
de resolver el problema de subconjuntos cerrados in-
variantes bajo un cierto operador. En este sentido se
pueden hacer dos observaciones:

i) El conjunto cerrado mds pequefio que contiene
a x € Xy es invariante bajo T es la clausura de Orb(T,
X);

ii) Dado T # 0O, T tiene un conjunto cerrado inva-
riante no trivial, si y sélo si, existe x # 0 en X, tal que el
conjunto Orb(T, x) no es denso en X.

1.2.2 Criterio de hiperciclicidad

Lo que se conoce como criterio de hiperciclicidad
ha sido establecido por diferentes autores, en un pe-
riodo relativamente corto de tiempo. Los aportes mas
notables sobre este concepto son los realizados por Ca-
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rol Kitai, Gethner-Shapiro, Godefroy-Shapiro, J. P. Bés
y otros. A continuacién vamos a tratar algunos de ellos
bajo los cuales un operador es hiperciclico, mezclante
o débil mezclante.

Teorema 1.2.2 (Criterio de Kitai). Sea X un espacio
métrico separable y T: X — X un operador lineal y aco-
tado. Si existen Y,Z subconjuntos densos de X y una
aplicacién S: Z — Z tales que

i) T"x > O paracadax €Y,

ii) S'y > O paracaday €7,y

iii) TSy = y para cada y € Z, entonces T es mezclan-
te.

Casi simultdneamente con Kitai, Gethner y Shapiro
plantean un criterio similar al de ésta.

Teorema 1.2.3 Criterio de hiperciclicidad segun
Gethner-Shapiro.

Sea X un espacio de Banach separable y T: X - X un
operador lineal y acotado. Si existen Y, Z — X densos
en él, una sucesion creciente de naturales { m,joo__ vy
una aplicacién S: Z — Z (posiblemente discontinua y
no lineal), tales que

i) T - 0 puntualmente en Y, cuando k — 1o,
ii) S™* — 0 puntualmente en Z, cuando k — 100,
iii) ToS=1d,

Entonces el operador T es hiperciclico.

Demostracion. Si se toma en cuenta que si la sucesion
{V_:n € N} es una base de la topologia de X, entonces
paracadan, mENse fijanxEYNV_eyEZNV . Por
(i), (ii) y (iii), existe k € N tal que, tomando un r:= x +
S,, €V, se tiene que
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T = (T + T™S_y) EV..
Es decir €

r€{V, €T (V)

Luego

= =]

Gn:U {Tm]—1 Vn

n-1

es un abierto denso en X. El resultado se obtiene al

aplicar el teorema de la universalidad en
(= =]

c= {Gn=lJ (T Vi 1.

n-1 n-1

Permite ver que cada elemento de G es hiperciclico
y por tanto T es hiperciclico.

Luego, Godefroy y Shapiro [18] generalizan este
criterio haciendo ver que en lugar de iterar una tnica
funcién S: Y — Y es suficiente disponer de una sucesion
de aplicaciones {Sm, } que sean inversas por la derecha
de {T™} y que también converjan puntualmente a cero
enY . De esta observacion se establece la siguiente ver-
sién del criterio.

Teorema 1.2.4 Criterio de hiperciclicidad Gode-
froy-Shapiro Sea X un espacio de Banach separable y
T: X = X un operador lineal y acotado. Si existen X; Y
c X densos en X, una sucesi_on creciente de naturales
{m,}oo,_ yaplicaciones Sm :Y — X,k €N

(Posiblemente discontinuas y no lineales), tales
que

i) T™* - 0 puntualmente en X , cuando k — o,
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ii) Sm,_— 0 puntualmente en Y, cuando k — oo,
iii) T"™*0 Sm, =1d ,k EN
Entonces el operador T es hiperciclico.

Juan P. Bés [06] debilita la condicion (iii) y presenta
una version mas débil del criterio cuando establece el
teorema siguiente:

Teorema 1.2.5 Criterio de hiperciclicidad segiin Bés.
Sea X un espacio de Banach separable y T: X - X un
operador lineal y acotado. Si existen Z e Y subconjun-
tos densos de X, una sucesi_on creciente de naturales
fmkgl k=1 y aplicaciones Smk: Y — X; k 2 N (no nece-
sariamente lineales ni continuas), tales que

i) (T™0S_ )y =y, Vy€Y,cuandok — oo,
ii)Sm_—>0Vy€Y, cuando k — o,

iii) T™ — 0, V x € Z, cuando k — o
Entonces el operador T es hiperciclico.

Demostracion. Veamos que T es transitivo. Por den-
sidad de Z e Y en X, basta probar que, dados U y V dos
0-entornos absolutamente convexos en X. Conx € Z, y
€Y existe un natural m tal que

T"x+U)N(y+V) =0

Por (i), (ii) y (iii) existe m € N tal que

(T™oS_ )yEy+¥V

y también

SyEUAT2E%V

Entonces

T"x+S y)=Tx+T"S yEWBLV+y+¥%Vcy+V
Luego,

T"x+U)N(y+V)#0
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Como T es operador transitivo, por la proposicion
de la existencia de la orbita densa, z es un vector con
Orbita densa en X y T es hiperciclico.

Observaciéon: Un operador T en un espacio de Ba-
nach X, satisface el criterio de hiperciclicidad respecto
de {m, }oo _ en el sentido de Godefroy-Shapiro (respec-
tivamente de Bés), si T satisface las hipétesis del teore-
ma 2.2.4 (respectivamente al teorema 2.2.5). Asi, es facil
observar que si T satisface el criterio de hiperciclicidad
respecto de {m, joo _ y {m, }oo__ es una subsucesion de
{m, }oo 1, entonces T satisface el criterio de hiperciclici-

dad respecto de {m, }o _

La hiperciclicidad y el caos también se estudian
relacionados con auto valores y sus correspondientes
autos vectores. Una forma sencilla de ver esta relacién

es a través de las siguientes proposiciones:

Proposicion 1.2.6 Sea T: X — X un operador lineal y
continuo en un espacio de Banach X. Si

X,;=LIN {x € X /=Tx = Ax; paracada A; | A | <1}
y
Y:==LIN {x € X /=Tx = Ax; paracada 2, I A I <1}

son densos en X, entonces T satisface el criterio
de hiperciclicidad y por tanto es hiperciclico (Bernal-
Gonz_alez [05]).

Respecto al conjunto de los puntos periddicos del
espacio X, se plantea la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.7. Sea T: X — X, un operador lineal
y continuo en un espacio de Banach X. Se cumple que

Per(T)=LIN{xEX/3InEN,IALEC, A" =13 Tx =Ax |
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Demostracion

El conjunto Per(T) es evidentemente un espacio
vectorial debido a que T es lineal.

SiTx =Ax paraalgan A € Cyn € N tales que A" =1,
entonces es facil observar que

Trx =x

Ya que

(Tx = Ax, T2 =A2%x; T°x = A3x,... T"x = A"x)
Y por tanto x es periddico.

Reciprocamente, supongamos que x es periddico,
esto es, T"x = x para algtin n. Consideremos la descom-
posicién polinédmica de z"- 1 como

z"-1=(z-\1) (z -A2)...(z -An)

con las raices A, i=1; 2,... n y basados en simples
propiedades del _algebra lineal sobre el sistema

{P1(z), P2(2),... P_(2)}

Donde

A | PR
i#]
es una base del espacio de polinomios de grado es-

trictamente menor que n. En particular, para X, €C,i=

1,2,...ntal que
n

1= Z X; p; (Z)
i=1
Sustit%imos z por T, esto es,

1= Z Xipi (M

=1
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Ahora definimos
Y:=p,(T) x
Tenemos que
(T-A) y=(T"-I) x=0

por lo que se obtiene

n
x= ZXi‘l"i.
=1

y se llega entonces a T"x = x, con lo que se prueba
la inclusién.

El resultado anterior nos permite obtener el caos de
un operador en términos de la existencia de “suficien-
tes” autovectores.

Proposicion 1.2.8 Sea T: X — X, un operador lineal
y continuo en un espacio de Banach X. Si los espacios

X =LIN{x&€X/Tx=hx, A 1<1},
Y:=LIN{yEX/Ty=Aiy, I Al>1},
Z=LIN{zEX /Tz=Az,IAl=1"A"=1},
Son densos en X, entonces T es cadtico.

1.3. Espacios de sucesiones de Banach.

Ahora se presenta de manera breve una descripcién
de los espacios de sucesiones de Banach y de manera
especial los conocidos como 17y los 17 (v).

1.3.1 Espacios | ¥

Definicién 1.3.1. Consideremos paral < p o +1 el
espacio |” definido como
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Lo = {(x) € KNI x 1l p :={Z IXilP) 1P <eo
i=1

Es facil probar que el espacio 17 es un espacio de
Banach si se parte del lema que establece que \si X es
un espacio normado y la sucesién (x )oo | < X es de
Cauchy, entonces ella estd acotada en X”. Dicha prue-
ba puede hacerse a través de la siguiente proposicién.

Proposicion 1.3.2. Paral < p < +oo el espacio Lr es
un espacio de Banach (ver Fabian [17]).

Demostracion. * Sea {xk}o  _ una sucesién de Cau-
chy en el espacio 17, donde x*= (x* . ). Dado un £ > 0,
inlcontliar un k, tal que ( Z T’: 1 IXKi-xt1P), siempre que

=
4 - 0°

En particular, I x* - X' I < £siempre que k; 1 > k,
e i £N; de aqui que la sucesion {x'} *  converge a
algiin x siempre que i £ N.

* Tomando x = X, Nnos interesa mostrar que x £ LP.
Segtn el lema usado como punto de partida, existe una
constante ¢ > 0 tal que

(D 1ximyrsC

Para algtn k. Por tanto
n

(D 1xi17)#<C ¥ nk £ N
i=1

Ahora, si se permite que k — oo se obtiene

n
(ZI x4 | P)1P < C
i=1
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Siempre que n € N. Por tanto

= =]
(ZI x4 | PP < C,
i=1

Y entonces x € I 7.

* Por otro lado, hay que mostrar que x* — x en L?
. Dado que € > 0, permitiendo que 1 — oo en el lema
citado previo a la prueba, observando que

(D 1xileyes £
i=1

Siempre que n 2 N y que k > k Finalmente, se ob-
serva que n — o y se obtiene

==
(ZI xk 1 RYUe= 1l xc—k Ilp S €
i=1

Siempre que k = k. De este resultado se saca que
x¥ — x en el espacio |7 y por tanto LP es un espacio de
Banach.

1.3.2 Espacios | 7 (v)

Consideremos ahora el espacio 17 ponderado por
una sucesion.

Definicién 1.3.3 Dada una sucesién de pesos estric-
tamente positiva v = (v ) , paral < p < o se considera
. n’n
el espacio 17 (v) como

£ (v) = {(xa)n € CN: 11 x 1:=( Z IXi1P )P < ==}
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Una importante relacion entre los espacios 17 y 17
(v) es la existencia de una isometria entre ellos, la cual
se muestra a través de la proposicion:

Proposicion 1.3.4 Los espacios |7y 17 (v) son isomé-
tricos.

Demostracion. Consideremos la isometria
QP (v)—> 1P

Con

(Xi)i - (Xivi)

Claramente J es lineal y ademas

IxI |, =11D(x) L

por lo que J es una isometria de 17 (v) al?.

Un operador muy importante en relaciéon a los 17 (v)
es el operador desplazamiento.

Definicién 1.3.5 El operador desplazamiento B:I?
(v) =17 (v) estd dado por B(x1, x2, x3,...) = (x2,X3,...),
donde (x1, x2, x3,...) y (x2,x3,)... estanen (v ) .

Ahora es importante obtener la condicién para que
B sea acotado. Esto se logra demostrando la proposi-
cion que aparece a continuacion.

J=1,2,...

Proposicién 1.3.6. El operador B es acotado en 17 (v)
(1 < p <o )siysdlo sise cumple que

sup Y
i v+l

<00

Demostracion. Si B es acotado entonces

VXELWIE=0: 1l b Il 2EIXII
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Si tomamos en particular x = ej, conj =1, 2,.. obte-

nemos

Mejll < €Mej+11I,

Luego
v, < € V].+1,j =1,2,...
de donde
sup v_l e
jem vi+l

Reciprocamente, si

sup
jE® Vit

oo

entonces
JE=0:vi=E€ vj,j=12 .

Dado x € 17 (v) se tiene que

jn_m}
Il B, ||D=Z PLY
J=1

==}

SEP L I X1 | P Ve
J=1

< ErIlxIIP
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1.4. Operadores hiperciclicos y caéticos
1.4.1 El Operador derivada (McLane)

Este operador fue introducido por G. R. McLane en
el 1952 y es parte de los primeros grupos de estudio
de la hiperciclicidad. para su presentacién sea H(C) el
espacio de las funciones enteras en C con la topologia
de la convergencia uniforme sobre los compactos de C.
En este espacio se considera el operador derivada D:
H(C) — H(C) y se puede mostrar facilmente que D es
hiperciclico.

Como los polinomios son densos en H(C), sea
X,= LIN{z',i < 0}
Es faacil ver que D"x — 0, cuando n — o0, para todo
x € X,.
Definamos la aplicacién S como
zZ+1
S7=—l =0
i+ 1
y extendamos por linealidad S a X. Es facil ver
que
DoSx=xVE Xo

Por otra parte, sea K un compacto de C; existe R> 0
talqueIzI < R para todo z € K. Por tanto, para cada i
= 0y para todo z € K se cumple que, cuando n — oo

[z]|i*n

sz =——— -
(i+1)(i+2)...(i+n)
Ri+n . =Y
s iR —0
(I+1)(i+2)...(1+n) (n+1)
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Por lo que se concluye con que Snx — 0 cuandon —
1, para todo x 2 X0 y entonces, por el criterio de hiper-
ciclicidad D es hiperciclico

1.4.2. El Operador backward shift (Rolewicz).

Este operador fue introducido y estudiado por S
Rolewicz, a partir del 1969. Es el primer operador hi-
perciclico conocido en espacios de Hilbert.

Inicialmente su presentacion se hizo en espacios de
sucesiones | 2. Se introduce el operador

desplazamiento B como
B(al; a2; a3,...) = (a2; a3,...)

Entonces se introduce T:=AB como operador hiper-
ciclico para | A I> 1.

Para probar que T:= AB es hiperciclico tomemos
e;=(00,...,0,1,0,...) » X;;= LINfe, I =1}

Se sabe que X es denso en I y como para cada i fijo
T e, es eventualmente cero, se tiene que paran — oo

T'x—>0,VxE2X,

Definamos ahora la aplicacién p como

ue) =e,,
y extendamosla por linealidad a todo X. Sea S: X
— X, definida como S:= A" p Se

0

Comprueba que

(ToS)x=x,VxEX,

Por otra parte

Nst =121l =1Am

por lo que cuandon —o 1, S"x — 0, para todo x €
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X,- Segun este resultado y el criterio de hiperciclicidad
T = AB es hiperciclico,

Nota: Como se puede observar, el operador B no
puede ser hiperciclico por si solo ya que

(IBIl=1.

Continua en el proximo numero.



